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HAUPTAUFSÄTZE 


Zur Theorie der polarsymmetrischen Deformation 
der elastischen, anisotropen Schalen. 
Von E. STEUERMANN in Kiew. 


ie Theorie der isotropen Schalen, die die Form eines Umdrehungskörpers haben und 
unter dem Einflusse einer polarsymmetrischen Belastung stehen, wurde durch die 
Arbeiten von H. Reißner, E. Meißner und seiner Schüler, von O. Blumenthal') 
u. a. weit entwickelt, hingegen wurden unseres Wissens die anisotropen Schalen bis 
jetzt noch kaum untersucht. Anisotrope Materialien werden in der Praxis öfters ange- 
wendet; auch werden Schalen in einer solchen Weise und Baustofizusammenstellung 
hergestellt, daß man sie nicht mehr als isotrop berechnen darf. Das gilt z. B. für Eisen- 
betonschalen, deren Armierung gewöhnlich in zwei zu einander senkrechten Richtungen 
ungleich ist, dann für Wellblechkonstruktionen usw. AÄehnliche Eigentümlichkeiten 
kommen bei Schalen vor, die mit einem dichten Netz von Rippen versehen sind). Bei 
der Berechnung aller dieser Schalen können zwei Fälle auftreten: Entweder sind auf 
sie die Formeln für anisotrope Schalen wenigstens näherungsweise noch anwendbar, 
oder sie müssen unter in bezug auf ihren Bau noch allgemeineren Ännahmen berechnet 
werden. 
In dieser Arbeit zeigen wir die Erweiterung des Problems der elastischen, isotropen 
Schalen, die die Form eines Umdrehungskörpers haben und unter dem Einflusse einer 
symmetrischen Belastung stehen, auf den Fall der anisotropen Schalen. 


) Siehe: H. Reißner, Festschrift Müller-Breslau, 1912. — E. Meißner. Physik. Zeitschrift 
Bd. XIV, 1915, S. 343. Vierte'jahrschrift d. Naturforsch. Gesellschaft in Zürich 1915. 0. Blumen- 
thal. Zeitschr. f. Math. und Phys., Bd. 62, 1914. — S. Timoschenko, Höhere Elastizitätslehre, Bd. II, 
Petersburg 1916 (russisch, — Allgemeine Uebersicht und Ll.iteraturangaben: LI. Föppl. Zeitschr. f. 
angew. Math. u. Mech., Bd. I, H.6, 1921. A.u. 1. Föppl. Drang und Zwang. Bd. II. 

di In der jüngsten Zeit ist über die Theorie der kreuzweise armierten Eisenbetonplatten un«d 


ähnliche Fragen die interessante Arbeit v. H. Huber in Bauingenieur 1923 erschienen. 


30 


— 


[4 
| 
! 
| 
| 
| 
! 
| 
| 
! 
| 


150) Steuermann, Zur Theorie «ler polarsymmetrischen Deformäation Math. und Mech. 


H. Reißner hat die Aufgabe der Berechnung einer sphärischen Schale auf die 
Integration eires Systems von zwei simultanen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, 
von streng symmetrischer Form zurückgeführt; E. Meißner!) brachte die Lösung der 
alloemeinen Aufgabe der Berechnung svmmetrischer Schalen in Zusammenhang mit der 
Integration einer Gleichung vierter Ordnung und zeigte die Fälle, in welchen diese 
Difierentialgleichung in zwei Gleichungen zweiter Ordnung zerfällt. 

Von besonderer Bedeutung sind die folgenden von Meißner untersuchten 
Schalenarten: 

a) Schalen von konstanter Wandstärke und konstantem Krümmungshalbmesser 
des Meridianschnittes (Sphäre, Kegel, Torus): für die Sphäre läßt sich die 
Gleichung zweiter Ordnung mittelst hypergeometrischer, für den Kegel mittelst 

x zylindrischer Funktionen integrieren. 

b) Kegel mit nach einem linearen Gesetz veränderlicher Wandstärke: die ent- 
sprechende Diiierentialgleichung zweiter Ordnung läßt sich mittelst hyper- 
ceometrischer Funktionen integrieren. 


Wir werden beweisen, daß solche Lösungen auch für den Fall der symmetrischen, 
anisotropen Schalen bestehen, wobei für einige Fälle der konischen Schalen das 
Integral noch einfacher durch algebraische und trigonometrische Funktionen dargestellt 
werden kann. Wir werden weiter zwei Arten von Schalen behandeln, die in der Praxis 
von Bedeutung sind, und deren Differentialgleichungen, obwohl die Krümmungshalbmesser 
veränderliche Größen sind, sich doch mittelst hypergeometrischer Funktionen integrieren 
lassen. 

Ferner werden wir die Bedingungen erörtern, unter welchen die Berechnung 
einer Schale von konstanter Stärke, die die Form eines Umdrehungskörpers hat und 
symmetrisch belastet ist, immer auf die Integration einer Differentialgleichung zweiter 
Ordnung führt. 


Die der zylindrischen Schale entspreehende Differentialgleichung vierter Ordnung 
untersuchte schon Kirchhoff’), der zu dieser Gleichung bei der Untersuchung der 
Transversalschwingungen eines Stabes von veränderlichem Querschniit geführt wurde. 
Hierbei wies er auf einige Fälle hin, wo diese Gleichung in zwei Gleichungen zweiter 
Ordnung zerfällt. 


In Anwendung auf die Zylinderschalen können die von Kirchhoff gefundenen 
Ergebnisse folgenderweise ausgedrückt werden: verändert sich die Wandstärke einer 
isotropen Schale nach einer linearen Funktion, so läßt sich die Differentialgleichung für 
deren Gleichgewicht mittels zylindrischer Funktionen integrieren’). Unsere Untersuchungen 
werden noch zu dem weiteren Ergebnis führen, daß sich eine zylindrische Schale, deren 
Stärke sieh parabolisch ändert, mittels hvpergeometrischer Funktionen berechnen läßt. 
Unsere mathematische Behandlung der Aufgabe ist von derjenigen von Kirchhoff und 
Meißner veschieden und dies führt unter anderem zu einigen Vereinfachungen in der 
Integration der Differentialgleichungen des Gleichgewichtes einer Schale. 


Zum Schlusse untersuchen wir die Schale noch bei in bezug auf ihren Bau ganz 
allgemeinen Annahmen und geben die in diesem Falle anwendbaren Methoden der 
Integration der Differentialgleichungen ihres Gleichgewichtszustandes an. 


1. Die Differentialgleichungen. Die bekannten Gleichungen des Gleichgewichts- 
zustandes einer elastischen Schale‘), die die Form eines Umdrehungskörpers hat und 
unter dem Einfluß einer polarsymmetrischen Belastung steht, sind: 


!) Vergleiche die Arbeiten der \nm. 1. 
Ueber die Transversalschwingungen eines Stabes von veränderlichem Querschnitt, Monatsber. 
d. Ak. d, Wiss, zu Berlin. 1879. Gesammelte Werke. S. 339: auch Ward. Philcs. Mazazine. Vol. XXV. 
london 1915. S. 85 Mononobe. Zeitschr. f. angew. Math. u. Mech. 1921. H.6, S. 444. Die 
technische l.iteratur hat bis jetzt die beachtenswerten Ideen dieser Arbeit von Kirehhoff nicht ze- 
nügend ausgenutzt. 


Siehe: H. Reißner. Beton und Eisen. 1908. S. 150. — E. Meißner. Vierteljahresschrift d. 
Naturf. Gesellsch., Zürich. 1917. — A.Dinnik. Die Nachrichten der Höheren Bergschule in Jekaterinoslaw. 


1914 (rıssiseh). 


*) Drang und Zwang, Bd. ?, S. 40, 
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d . r r r 
(T, R; sın Rı cost“ — N Is sine + X sin 
da 


(N sin @) + sin + R, sin I, sine = 0 (1). 


da 

(Gi sin @) — G, Rı cos «— sin 0 


Es bedeuten in diesen Gleichungen (1): 


«# den Winkel zwischen der äußeren Normale zur Mittelfläche und der Symmetrie- 
achse der Schale (die vertikal nach oben gerichtete Symmetrieachse ist als 
positiv angenommen); 

R, und KR, Hauptkrümmungshalbmesser der Mittelfläche, wobei A, zum Meridian- 
schnitte gehört; 

X und Z die Projektionen der auf die Flächeneinheit der Schale wirkenden Belastung 
auf die Tangente zum Meridian (positiv in der Richtung des wachsenden 
Winkels «) bzw. auf die innere Normale zur Mittelfläche: 

7, und 7, Zugkräfte, die in den normalen Schalenschnitten in der Richtung des 
Parallelkreises bzw. des Meridians wirken; 

G, und G, Momente, die in den normalen Schalenschnitten in der Richtung des 
Parallelkreises bzw. des Meridians wirken (positiv gerechnet, wenn sie die 
Schale konkav nach innen zu biegen suchen); 

N die Querkraft, die im Normalschnitte der Schale in der Richtung des Parallel- 
kreises wirkt (positiv gerechnet, wenn sie den Rand des abgetrennt gedachten 
oberen Teiles der Schale nach innen zu verschieben sucht); 

die Größen 71, 7%, Gı, G2 und N sind auf die Längeneinheit der entsprechenden 
Normalschnitte bezogen. 


Die Untersuchung der Deformation einer elastischen, isotropen Schale führt zu 
den folgenden Gleichungen '): 


1 /du 1 \ 
| == (uctg — w) | 
R, \da (2) 
a) 
R, da Ra da 
und 2 Eh Eh 
(eı ), = — + 6 eı) 
— 0? 1— 0? » (3). 
G’—=—D + 6%), (#2 2) 
Hierin bedeuten: 
2h die Stärke der Schale, die wir — um einen ganz allgemeinen Fall zu unter- 
suchen — als eine Funktion von “ betrachten wollen; 
Joung für das Material der Schale: 
o Poissonsche Konstante | 
D sogenannte »Zylindrische Steifigkeit« der Schale, die durch die Gleichung 
2EN 
D= r . . . . . . . . . . (4) 
3 (1— 0°) 


bestimmt wird; 


u und ıw die Projektionen der Verschiebung eines Elementes der Schale auf die 
Tangente zum Meridian bzw. auf die innere Normale zur Mittelfläche; 

er, und e die Dehnungen eines Elementes der Schale in den Richtungen des Meri- 
dians bzw. des Parallelkreises; 

z#, und #%, die sogenannten »Krümmungsänderungen« in denselben Richtungen ; 

© eine Hilfsgröße, gleich der Aenderung des Winkels « infolge der Deformation. 


Indem wir nun zu den anisotropen Schalen übergehen, wollen wir uns auf den 
für die Praxis wichtigsten Fall beschränken, daß jedes Element der Schale in bezug auf 
seine elastischen Eigenschaften drei zu einander senkrechte Symmetrieachsen besitzt; zwei 
dieser Achsen fallen mit den Tangenten zum Meridian bzw. des Parallelkreises der 
Mittelfläche zusammen. Wir bezeichnen mit Eı und %, die Moduln von Joung in den 
Richtungen des Meridians und des Parallelkreises, mit 0, und 0, die diesen Richtungen 
entsprechenden Poissonschen Konstanten. 


I) Siehe Drang und Zwang. Bd. 2. S. 41 12 


30* 


| 
f 
h 
h 
r 
|; 
1 
f 
” 
” 
| 
x k 
\ 
A 


| 
| 


Ihr Steuermann, Zur Theorie der polars) mmetrischen Deformation Math.und Mech. 


\ 


Durch einfache Rechnung überzeugen wir uns, daß die Gl. (3) durch die folgenden 


Gleichungen ersetzt werden: 


a2 


T= (ei -+ 01 &), I, — 02 61) 
Il — 0, 0% — 01 09 
Gı = D, + 01 %), („= D; + 03 
worin 
2 Eı h’ 2 
3 (1 -- 01 0%) 
Da wir später auch Schalen aus unhomogenem Material — z. B. Eisenbetonschalen — 


untersuchen, auf die die Gl. (4') nicht anwendbar ist, werden wir in der Folge die aniso- 
tropen Schalen von dem allgemeineren Fall der unhomogenen Schalen unterscheiden. 

Wir formen das System der Gleichungen (1), (2), (3°) und (4) um. Wir schreiben 
die dritte der Gl. (1) wie folgt: 


In die dritte und vierte der Gl. (3’) führen wir anstatt x; und x, deren Werte aus den 
drei Gl. (2) ein.: 


2) 
D, ( 6} ctg «), = Ds (; 


2 


cte @ + ) . 
Rı 


Eliminieren wir aus den Gl. (5) und (6) die Größen G, und G,, so kommen wir 
zur Gleichung 


| Di | 


Rı Rı D, 
D' ) Rı N Rı 
N | Du ga) Ra g + D, 
die wir zur Abkürzung schreiben: 
p q sV = 0 (7’), 
Rs Ro\ By ( D,' Dı 0, — Dy © 
g D, BR, g D, 


Jetzt eliminieren wir aus der ersten, zweiten und letzten der (Gl. (2) die Größen w und 
und bekommen )) 


(Re) + . . . (10). 


Integrieren wir die ersten zwei der Gl. (1), so finden wir: 


F (a) R 1 F (a) 
= — Netga— n=—- -— + — . (11), 
sin’ «a da R, sin? «a 
wobei F(«e) = j R, I, sin « [X sin « + Zcos «| d @ + konst. 
aus den Gl. (3) und (11), finden wir: 
N 0, (NR;)' F (a) ZRs 6 
Rı %3 sin“a a; Rı ag | (12) 
NR) © (1 ZR 
— + + ( + — ) _ 
sin?a \Rı «a aı 09 


Substituieren wir diese Werte von e, und & in die Gl, (10), so kommen wir unter Be- 
rücksichtigung der Gl. (8) zu der Gleichung: 


? | / 
+7 (1 + ctg «) V-ROm=gl). . (13), 


a x 2 


') Siehe 2. B, die angeführte Arbeit von H. Reißner, oder Drang und Zwang Bd. 2, 8 60. 


D 
| 
ke 
„N 
x 
| 
| “a 
| 
- : 
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wo 
(«) d F (a) | Ra Fialcosa (© Rı _ ) 
7  sinadalsina \Rag a. sin? 
— ZR, R; 0} ctg (14). 
Zur Abkürzung schreiben wir die Gl. (13) in der Form 
worin 
( t 9 — 02 t 
— u — — ( 
Rı Rı g a9 
= Gsil-+: — «|, = — R%b. (15). 
Rs 


2. Die Integrationsmetihode. Die Berechnung einer symmetrischen, anisotropen 
Schale ist somit auf die Integration des Systems der Gl. (7) und (13) zurückgeführt. 
Eliminieren wir eine der unbekannten Funktionen, so kommen wir zu einer Differential- 
gleichung vierter Ordnung. Der Grundgedanke Meißners lief darauf hinaus, zu unter- 
suchen, in welchem Falle die Integration dieser Gleichung auf die Integration von zwei 
voneinander unabhängigen Gleichungen zweiter Ordnung zurückgeführt werden kann. 

Wir schlagen hier eine andere Lösung der Gl. (7) und (13) vor, beruhend auf 
dem bekannten Prinzip der Multiplikatoren zur Integration eines Systems von linearen 
Differentialgleichungen von D’Alembert. 

Führen wir in die Gl. (13°) eine neue, Variable W nach der Formel 

V=W-Ok..... 


ein, wobei k eine Funktion von «ist, die wir nachher bestimmen werden, und eliminieren 
wir mittels der Gl. (7’') aus der so erhaltenen Gleichung ©", so erhalten wir 


pW" W +(n+sk)W — O [2 pl — (—q)k] + sk? 
+(n —r)k— sı] = 9 (e). 
Diese Gleichung geht, wenn die Bedingungen 
erfüllt sind, in die Gleichung: 
+4 W +sk)W=g(e). . (18) 
über. Bestimmen wir aus der ersten der Gl. (17) 


da 
2p 


k=ko e 


(19), 


wo ko — eine beliebige konst. Größe ist und führen wir diesen Wert k in die zweite 
der Gl. (17) ein, so finden wir: 
4p 2p 


Soll diese Gleichung für %k, nur konst. Größen liefern, so ist es notwendig, daß das Ver- 
hältnis der Koeffizienten konstant sei, d.h.: 


| ) +-rı—r = konst. 
(21). 
konst. 


In den folgenden Untersuchungen kommt für uns nur der Fall in Frage, wo die 
Wurzeln der Gl. (20) verschieden sind!). Wir bezeichnen diese Wurzeln durch /sı und 


I), Wir beschränken uns bei den Untersuchungen in diesen $ auf das, was für das weitere not- 
wendig ist, wir wollen hier nur andeuten, daß für den Fall, wo «die Gl. (20) nur eine konstante Wurzel 
hat, sei es, weil die Wurzeln gleich sind oder weil die zweite Wurzel eine veränderliche Größe ist, sich 
die Aufgabe bedeutend vereinfacht, da wir mittels dieser einen Wurzel die Gl. (18) integrieren können, 
und dann die Beziehung V+k09=W 
erhalten, wo W eine bekannte Funktion sein wird. Indem wir diese Gleichung anwenden, können wir 
.B. V aus der &!. (7’) eliminieren, und kommen damit wiederum zu einer Differentialgleichung zweiter 
Ordnung, deren Integration die Aufgabe erschöpft. Wenn die Wurzeln «der Gl. (20) glefch sind. sind 
noch andere Vereinfachungen ınöglieh. 
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log, die ihnen entsprechenden Werte von k durch A, und A,» und substituieren diese 
Werte % in die Differentialgleichung (18). Nehmen wir nun zunächst einmal an, daß es 
uns gelungen Sei, ihre allgemeinen Integrale zu finden, die wir, den Größen kı und Ay 
entsprechend, mit #7 und W, bezeichnen. 

Dann wäre die Bestimmung der Funktionen V und ® nach der Gl. (16) auf die 
Lösung des Systems der Gleichurgen 

zurückgeführt. Aus diesen Gleichungen finden wir 


ky—kı ka —kı 

Auf diese Weise wird in diesem Falle die Integration des Systems der Differential- 
gleichungen (7) und (13’) durch Integration nur der einen Gl. (18) ersetzt. 

Die Funktion % («) hängt von der Art der Belastung ab. Die ihr entsprechende, 
spezielle Lösung wird nach unserer Methode aus einer Dojiierentialgleichung zweiter 
Ordnung gewonnen; bei der Anwendung von anderen Methoden ist man gezwungen, die 
spezielle Lösung einer Differentialgleichung vierter Ordnung, oder zwei spezielle Lösungen 
zweier Diiierentialgleichungen zweiter Ordnung zu finden. 

Wir wenden jetzt die vorstehende Methode auf die Gl. (7) und (13) an. 

Indem wir in den Gl. (21) und (18) die Werte der dort auftretenden Funktionen 


aus den Gl. (9) und (15) substituieren, finden wir: 


3 R| 
ag Da Rı Rg ) Ra D,' a9 (23) 
| 2 | +3 cte a + — ) \ 
09 a; D,' Rı Da n9 
et «) ct «) ) — Konst. 
\ a2| _ a 2 \ 


Da aus den Gl. (1) folgt, daß 
19 Da _ E3 


a D, E, 
wo m eine zur Abkürzung eingeführte, neue Konstante ist, so ist die erste der Gl. (23) 
identisch befriedigt, und die zweite geht über in 


E \d’Ig Dı d (= sin a dleDyag \ 
/ / 
” Rı da | 


— Konst, 


ag \ da 


(26). 
Dı\ 


d / 
Indem wir in diese Gleichung die Werte D,, D;, « und « aus der Gl. (4) einführen, 
gelangen wir zur folgenden Gleichung: 


| \ Ro 6, + m 69» + m 09 
+ | | — Konst. . 26). 


Ist die Gl. (26) oder (26) ') befriedigt, so ist die Integration des Systems der Gl. (6) 
und (15) auf die Integration der Gl. (24) zurückgeführt. Sind die Gleichung der Mittel- 
', Wir halten es für nützlich, hier wie auch weiter den Fall der unhomogenen Schalen, für die 
Ds eg 
et 
definiert werden, fetrennt zu untersuchen. 


ist, während die Funktionen dieser Gleichung nach Formeln, die von (4) verschieden sind, 


| 
ME 
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fläche und folelich auch die Krümmungshalbmesser AR, und 7% als Funktionen des 
Winkels « gegeben, so erhalten wir aus der Gl. (26) die Differentialgleiehung zur Er- 
mittelung der Schalenstärke ? h; sind jedoch die Größen D, und « in der Gl. (26) oder 
h in der Gl (26) gegeben, so erhalten wir eine Differentialgleichung, die den Meridian- 
schnitt der Mittelfläche bestimmt. 

Die Integration der Gl. (26) in der allgemeinen Form ist von E. Meißner an- 
gegeben '). 

Die Gl. (26) kann man leicht integrieren. Da sie aber zwei Funktionen von «, und 
zwar D, und «&, enthält, so enthält das Integral noch eine willkürliche Funktion von «. 

Wir halten uns bei dieser Integration nieht auf, da sie nur theoretisches Interesse 
hat und wir für die einfacheren Fälle der konischen und zvlindrischen Schalen die Be- 
rechnungen so ausführlich durchführen, daß es nicht schwer fallen kann, sie auf die 
Gl. (26) anzuwenden. 

Wir wollen nun einige spezielle, aber für die Praxis sehr wichtige Fälle untersuchen: 


a) Aus der GI. (26) folgt, daß für D, und « — konst. auch A, konst. sein muß, 
und da für eine Schale konst. Stärke infolge Gl. (25), g=gı sein muß, so gehen die 
Gl (19) und (20) nach kleinen Umformungen in: 


R 


über. 

Es ist leicht, sich davon zu überzeugen, daß diese letzte Gleichung für alle in der 
Praxis möglichen Fälle verschiedene Wurzeln hat, und wir kommen somit zum Ergebnis: 

Die Berechnung einer elastischen, anisotropen Schale, welche die 
Form eines Umdrehungskörpers hat und unter dem Einflusse einer polar- 
syminetrischen Belastung steht, kann, wenn Wandstärke und Krümmungs- 
halbmesser des Meridianschnittes der Mittelfläche konstante Größen 
sind, auf die Integration einer linearen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung zurückgeführt werden‘). 

Für die isotropen Schalen, die ein Spezialfall der anisotropen bilden, wurde dieser 
Satz von Meißner bewiesen. 


b) Für einige Materialien (Gußeisen, Beton u. a.) ist die Poissonsche Zahl © 
eine kleine und schwer bestimmbare Größe; manchmal empfehlen A. und L. Föpp!’) 
zur Vereinfachung der Rechnung 0 zu Setzen. 

Unter der Annahme 1 = 0%—0 finden wir, daß die Gl. (26) durch die Lösung 
Di, Da, &, % = konst. unabhängig von der Form der Schale befriedigt wird, und die 
Gl. (20) hat dann zwei ungleiche konstante Wurzeln: 


k === Ko + = + (ko i . (28). 


Wir kommen somit zum Schlusse, daß bei der Annahme 4, —=%=—0 die Be- 
rechnung einer elastischen, anisotropen Schale von konstanter Stärke 
auf die Integration einer Dififerentialgleichung zweiter Ordnung hinaus- 
kommt. Diese Gleichung leiten wir aus der Gl. (1) in folgender Form ab: 


f d Ra sin a R R 
W' + Fr lg - | — [M ctg’@« + Die, | N =, (29). 


3. $phärische Schalen. Für die sphärische Schale, die wir eingehender unter- 
suchen wollen, bezeichnen wir den Krümmungsradius der Mitteltläche mit 


Die G!}. (24) geht hierfür in: 
W=y(e) . . . . (80) 
iiber, wobei folgende Abkürzungen eingeführt worden sind: 


) . A. von 1915. 
*) Dieses Ergebnis bezieht sich auch auf die konischen Schalen. deren Untersuchung wir weiter 
folxen lassen 


3) Ausführliche Begründung siehe Drang und Zwang B. 1, S 27, II. Auflaze. 


| 
| 
| 
{ 
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Wir wollen uns auf die Integration der Gleichung 
... . (80) 

beschränken, da wir vom Integral dieser Gleichung, nach allgemeinen Regeln, zum 
Integral der Gl. (30) übergehen können, und man die spezielle Lösung der Gl. (30) un- 
mittelbar finden kann. Außerdem kann nach den Arbeiten von Reißner u. a. die 
Untersuchung der sphärischen Schalen, z. B. unter dem ausschließlichen Einflusse ihres 
Eigengewichtes, in zwei Teilaufgaben zerlegt werden: Erstens, die Berechnung der frei 
aufliegenden Schale unter dem Einflusse des Eigengewichtes, wobei die rechnerische 
sehandlung für die isotropen und anisotropen Schalen grundsätzlich ganz gleich ist und 
keine Schwierigkeiten bietet; zweitens, die Ermittlung der Spannungen in der Schale, 
infolge einer elastischen Einspannung der Ränder oder infolge von Randkräften, wobei 
die Integration der Gl. (30') notwendig wird. Um die Gl. (50) auf die Form einer Gleichung 
der bypergeometrischen Reihe zu bringen, führen wir neue Veränderliche, gemäß 


ein, wo / eine konstante Größe ist, und erhalten 


12 t 1t 
x 


dx 
u (A—1)—- +2 Au—B— 
\Wir bestimmen “ aus der Gleichung 
wobei wir uns auf die positive Wurzel 


n 03 — + — 


u= 


beschränken, wie es die Substitutionen (32) fordern: indem wir diesen Ausdruck für u 
in die oben angegebene Differentialgleichung einführen, und gleichzeitig A, B und C 


durch ihre Werte nach Gl. (31) und %, nach der Gl. (27) ersetzen, erhalten wir, wenn 
wir noch durch 4x” kürzen: 


2 2 x 
(34). 


m 4m = 12 R? (1 — 0, 09) 
| 2 1 / l 2 
T (0, + m 03)? — 


| 
L - 

Wir kommen also zum Schlusse, daß die Berechnung einer sphärischen, anisotropen 
Schale, deren Stärke konstant ist, auf die Integration einer Gleichung einer hyper- 
eeometrischen Reihe zurückgelührt ist. 


Um den von Meißner behandelten Sonderfall einer isotropen Schale, zu erhalten, 


müssen wir 0 = 90, m—=1 und folglich u = '/s setzen, womit die Gl. (34) in: 
5 dt 1 ı/ „ 3 R’(1— 0°) 
dx” 2 Aa h“ 


übergebt, die mit der entsprechenden Gleichung von Meißner!) genau übereinstimmt. 
Ungeachtet der Verschiedenheit der Methoden, die wir bier und Meißner in seiner 
Arbeit angewandt haben, kommen wir also, wie es auch zu erwarten war, zum gleichen 
Ergebnis. 
Aus dem Vergleich der Gl. (54) mit der Kanonform der Gleichung der hyper- 
eeometrischen Reihe 
dt 
dx 
folgt, daß in unserem Falle 


| 


2 12 R’(1 — 09) 
') Siehe G1. (18) der in 1) anzegebenen Arbeit 


4 
” 
| 
| 
4 
j | | 
| | 
| 
| | | | 
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Zur Untersuchung!) des Integrals der Gl. (34) beachten wir, daß, wenn der Ausdruck 


— m 0)” +4m 
keine ganze Zahl ist, das Integral der Gl. (34") die Form 
hat, wo (©, und (3 beliebige Konstante sind. Falls 1 — y einer ganzen negativen Zahl 
gleich ist (für eine isotrope Schale ist diese Zahl gleich — 1), so hat das Integral der 
Gl. (34”) die Form: 
t=Cı F (@, P, x) +6 [Fi (@, F(«, P, x) lg x) (36), 


wo Fı («,ß,y,&) eine Funktion, deren Berechnung im allgemeinen keine Schwierigkeiten 
bietet. Da aus der Gl. (35) folgt, daß 1 — y weder 0 noch eine positive ganze Zahl 
sein kann, und auch, daß die Größen «@ und ß nicht einer ganzen nicht komplexen Zahl 
gleich sein können, so ist durch diese zwei Fälle die Untersuchung erledigt. Es ist 
charakteristisch, daß im Integral der Gl. (34) die Funktion lg x nur in denjenigen Fällen 


erscheint, die man als spezielle Fälle betrachten darf (- V(h—mo)-+ 4m gleich einer 


ganzen Zahl), dagegen in dem allgemeinen Falle der anisotropen Schale nur x!” als die 
Funktion die für x = 0 (was der Spitze der Schale entspricht) unendlich groß wird, vorkommt. 


4. Kegelschalen. Zur Untersuchung der konischen Schale ist eine besondere 
Ableitung der Diiierentialgleichung notwendig, da in diesem Falle A, als Krümmungsradius 
des Meridianschnittes unendlich groß wird. Wir wollen durch £ den Winkel zwischen der 
Mantellinie und der Achse des Kegels, durch £ den Abstand von der Spitze des Kegels 
bis zu einem Schalenelement bezeichnen. 

Um von den GI. (7) und (13) zu den entsprechenden Gleichungen für die Kegel- 


schale überzugehen, teilen wir beide Seiten dieser Gleichungen durch /},, und formen sie 
dann um), indem wir einsetzen 


Rda=df, — P, R: —stgP. 
Wir erhalten dann: 


a D; D, Dı d:z Dı Dıte3 \ (37 
37) 
„ad’V aa _ < da |dV a3) 1 Gag \ 
© 04. - IV — = (5) 
ds a a ds aılaı dz e tz 
— 06, ZEtgß | 
Bas ag aı 5 cos ) (38) 
und Fı ($)=/S[X cos ? + Z sin dE + Konst. ist. \ 


Zur Ermittlung der Bedingungen, unter welchen die Integration dieses Systems 
von Gleichungen aui die Integration einer Differentialgleichung zweiter Ordnung zurück- 
zuführen ist, wenden wir die Formeln, die wir für das System der Gleichungen (7) und 
(13’) abgeleitet haben, an, wobei es ohne weiteres klar ist, daß die Werte der Koelfizienten 
für diesen Fall durch folgende Ausdrücke zu ersetzen sind: 


D; Dı d E 8% Dı D,tg 
ag = d das aa| da; 1 a2 
a ag ale, dz tg B 


Die Gl. (21) sehen jetzt wie folgt aus: 


ag = 


(89). 
. D, dlgD; as 03 (Da 
+8,18 |+ 
d- > dz & \D; 
s\Dı D, d: a,“ 
') Siehe z. B. »Einführung in die Theorie der Schlesinger, Leipzix 


1904 (Sammlung Schubert). ?) Siehe die schou genannte Arbeit von Meißner 8 8, 


| 
f 
! 
f 
& 
Ds d 
— — — 
Ds 
2 —- 
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Die erste dieser zwei Gleichungen wird auf Grund der Gl. (25) identisch befriedigt, und 
die zweite Gleichung nimmt die Form: 


Dı\.d’1g Dı . 'D, lalgD, 
an, wo (, eine konstante Größe ist. Der Gl. (18) entspricht die Gleichung 


Ss m 09 m FE: D, tg 3 W: Yı (<) (40). 


ag dE 


- 


Wir integrieren die Gl. (3%) ohne beschränkende Annahmen in Bezug auf das Verhältnis 
zwischen den Funktionen und 
Wir führen die Bezeichnung ein: 


und indem wir diese Funktion als bekannt annehmen, finden wir das Integral der Gl. (39'), 


d 
die von erster Ordnung in Bezug auf _1g D,ı« ist: 
ds 


d 


5) 
wo ‘ eine willkürliche Korstante ist. 
Aus dieser Gleichung und der Gl. (41) finden wir endgültig: 
- 
(42), 


($) 

wo “9 und Di — willkürliche Konstante. und % (£) eine willkürliche Funktion sind. 
Indem wir verschiedene Annahmen iber die Funktion w (£) treffen, bekommen wir eine 
Reihe von partiellen Integralen. Die Funktionen « und D, sind gewöbnlich miteinander 
durch irgend eine Relation verbunden und dadurch wird auch die Form der Funktion 
(£) bestimmt. 

Die Ermittlung dieser Form kann manchmal auf Schwierigkeiten stoßen, geschieht 
aber in besonderen Fällen meist mühelos. 

Nehmen wir zum Beispiel an, «; und D:, befriedigen die Gl. (4). Setzen wir 
und so finden wir aus der Gl. (4') Substituieren 

— 0, 0,) Dıo 130 

wir hierin aus Gl. (4?) die Verhältnisse D, : Dio und &@ :«“s, und bilden die logarithmische 
Ableitung, so finden wir: 


2% 
und folglich 
rm I9 
wo C, eine willkürliche Konstante ist. Dieses Integral ist schon von E. Meißner an- 
gegeben, der den Fall o; 03 = 6 untersucht hat. Im Falle = % = ist 


Sind die Gl. (4) befriedigt, so unterscheidet sich wie aus der Gl. (41) folgt, die Funktion 
ın (£) nur durch einen konstanten Faktor von der Stärke der Schale ? A. Untersuchen wir 
ausführlicher die für die Praxis wichtige Lösung 

wo c und c, konstante Größen sind. Die Gl. (19) und (20) erhalten unter Berücksichtigung 
der Gl. (4) und der Bedingung (44) folgende Form: 


k= ko (Ce -+ Cı 

— 0, — ın 09) ) E, Ey (45). 
ko tg lco \ 
12 (1 12 (1 — 0, 02 / 


Für co =0, d.h. für die Schale konst. Stärke, bekommen wir zwei verschiedene Werte 
für Ao, und zwar: 
Eı Ey 


12 (1 0, 09) 


\ 
\ 


Band 5, Heft 6 . 
Dezember 1925 Steuermann, Zur Theorie der polarsymmetrischen Deformation 459 


aber auch für cı * 0 sind die Wurze'!n der zweiten der Gl (45) für alle in der Praxis 
vorkommende Fälle zwei voneinander verschiedene komplexe Zahlen. Um sich hiervon 
zu überzeugen, muß man berücksichtigen, daß die Konstante c, eine kleine Größe ist, da 
die Stärke der Schale ?h klein ist im Vergleich zu dem Abstande vom unteren Rande 
der Schale bis zur Spitze des Kegels. Nehmen wir beispielsweise an E, %, 
cı = 0,1, dann muß man, damit die zwei Wurzeln der Gl. (45) untereinander gleich werden, 
die Größe von tg ß zu 35 bis 40 annehmen, was selbstverständlich einen Ausnahmefall 
bilde. So kommen wir zum Schlusse, daß die Berechnung der anisotropen Schalen, 
deren Stärke sich nach einer linearen Funktion der Länge der Mantellinie ändert, auf die 
Integration einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung zurückzuführen is. Um 
diese Gleichung in expliziter Form niederzuschreiben, setzen wir in die Gleichung (40) 
die Werte von @,, & und D, aus den Gl. (4) und die Werte von 2Ah und c aus den 
Gl. (40) bzw. (45) ein und finden: 


.„dW & tgßB+12 ko (1— 0%) \ 


d : Eıtgßc+c5 


(46). 


Wir gehen zur Integration dieser Gleichung über und beschränken uns dabei auf 
den Fall des Verschwindens der Störungsiunktion, d.b. wir setzen g, (£) = 0. Diese 


Annahme treffen wir aus denselben Gründen wie bei der spärischen Schale. 


Wir befassen uns zuerst mit den zwei folgenden speziellen Fällen: 
1. Die Stärke der Schale ist konstant, dann ist in der Gl. (44) cı = 0, und folglich 


2. Die Stärke der Schale ist der Koordinate 5 direkt proportional, c—=0, und 
folglich 
2?h=cı . . . . . (47'). 
Unter Berücksichtigung der Gl. (47) erhält die Gl. (46) die Form: 
.d’W dW .Y3m(1—o, 0 
me) --7)W=0. . (48). 


Wir führen!) eine neue Veränderliche 


htg 
ein und finden: 
an N] dan \ n°® 
Wir formen diese Gleichung durch die Substitution ?) 
um, und bekommen endgültig 
a? 1dW 
+ (1 — Wı=0. . 2 2 2 (52), 
dan ndn n“ 
wo 


Die Gl. (52) stellt bekanntlich die Kanoniorm der Gleichung der zylindrischen Funktionen 
dar, und wir kommen somit zum Ergebnis, daß mittels dieser Funktionen die Berechnung 
einer anisotropen, kenischen Sehale von konstanter Stärke geschehen kann. 

Wir bemerken noch, daß für den Fall isotropen Schalen (m = |, 6 — %) die 
Umformung (51) ausfällt, da dann die Gl. (50) bereits die Kanonform der zylindrischen 
Funktion hat. Falls p®— (n + !/s)’, wo n eine ganze Zahl ist, drückt sich das Integral 
der Gl. (52), wie bekannt’), durch algebraische und trirconometrische Funktionen aus, was 
die Berechnung noch weiter vereinfacht. Z.B. wenn: 


I) Siehe Drang und Zwang Bd. II. S. 49. 
2) Siehe Handbuch der Theorie der Zylinderfunktion. N. Nielsen. Leipzig 1904 8. 150, 


») Siehe >’Die Theorie der Besselschen Funktionen« P, Schafheitlin. Berlin 1908, S. 27. 


? 
| 
k 
| 
r 
-. 
t 
| 


| 
| 
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sinn + (&cosn 


Vn 
im + (1 Wı = | -— + Cs (sin |, 
n 


4 
(54). 
Im + — —6 — -cosn 
3 
+ (3 | — sin y + ( cos 7 usw. 


Im Falle einer konischen Schale, deren Stärke aus der Gl. (47') sich ermittelt, hat 
die Gl. (46) ohne Störungsfunktion die Form: 


— (m (02 — I) 2) (99) 


diese Gleichung läßt sich ohne weiteres integrieren. Um die Gl. (46) ohne Störungsfunktion 
im allgemeinen Falle zu integrieren, führen wir anstatt W eine neue Veränderliche nach 
der Formel 
0% 0%. 0%. 0... (56) 
ein und erhalten somit: 
Su +0, &) B:&) 
wo A, B, C und D Konstante sind, die wir leicht ermitteln können. 
Schreiben wir 
C=e[u’+u(0, m 63) — m| — 0 
und tolglich 
m 093 — 0, + Y(m oa — + 4m 


und kürzen die Gl. (57) durch $" *!,so gelangen wir zu einer Gleichung der hypergeo- 
metrischen Reihe. Bei der ausführlicheren Untersuchung dieser Reihe verweilen wir nicht. 


5. Bemerkungen über die Schalen mit veränderlichem Krümmungshalb- 
messer des Meridianschnittes. Wir untersuchen nur den Fall, wenn 


wo K eine Konstante ist. 
Die Gl. (26) ist, wie man sich leicht überzeugt, befriedigt durch: 
D, = (sin a)? —:) \ 


wo 0 und Ds, Konstanten sind. Damit diese Gleichungen mit den Gleichungen (4') 
verträglich sind, muß 


sein. Ist die Schale isotrop, so ist 4 +-m da —= 20 und somit 
(sin @)#? N 
D = Di (sin a)3 K \ 

Die Berechnung der Schalen, deren Form und (Juerschnitt durch die Gleichungen (59) 
und (60) oder (60') bestimmt sind, kommt auf die Integration der Gl. (18) mit entsprechenden 
Werten ihrer Koeffizienten hinaus. 

Unter diesen Schalen haben wir zwei Klassen gefunden, für welche die Gl. (18) 
ohne Störungsfunktion mittelst der hypergeometrischen Funktionen integrierbar ist. 
Wir beschränken uns der Einfachheit halber auf den Fall der isotropen Schalen. Da in 
diesem Falle auf Grund der Gl. (19) k — ko VD, und außerdem ') Rı =K (sin ist, 
so erscheint nach der Umformung die Gl. (18) ohne die Störungsfunktion in der Form: 


(60'). 


') Diese Formel findet sieh bei Meißner, Vierteljahresschr. d. N. F. Ges, Zürieh 1915. Wir 

verweilen nieht bei deren Ableitung, die zu der Ditferentialgeometrie gehört, da man sie einfach erhält. 
Rı 

wenn man zuerst aus der Bedinzung = \ eine entsprechende Fläschenschar und dann A, bestimmt. 


Fr 
1 
4 
R 
Ry 
3 
i 
| 
1 
| 
| 
> 
N 
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W"+(1 -Ko)etgaW+[s - K(1 — Ko (sin W 


0,/ 
wo | ge (61 
Ko = ko K | ” \ 
Das letzte Glied des Koeffizienten bei W wird zu einer Konstanten im Falle 
1 
(6. 
Ko 7} . 
und zu , im Falle 
| 
6 


In diesen beiden Fällen unterscheidet sich unsere Diiierentialgleichung von der Gl. (30') 
nur durch die Werte der Konstanten und ist ebenso wie die Gl. (30°) auf die Kanonform 
der Gleiehung der hypergeometrischen Reibe zurückzuführen. Die Gleichungen der 
Mittelflächen der Schalen, die den Werten (62) und (62') entsprechen, haben die Form 
R 1 ? 


Ra 


Dieselben Werte von K sind auch in die Gl. (60), welche die Stärke der Schale charak- 
terisieren, einzuführen. Im Falle #— 0 wird die Schalenstärke konstant, die Fläche (63) 
wird zu einer Sphäre. 

Die Fläche (63’), deren Gleichung die.Form A — —- Rs erhält, trifit man öfters in 
den Untersuchungen über die Statik der Schalen '). 


6. Zylindrische Schalen, Hs ist einfach von den Gl. (57) und (38) der Kegel- 
schale, zu den entsprechenden Gleichungen für die Zylinderschale überzugehen, indem 
man diese als eine Kegelschale mit einer unendlich entfernten Spitze betrachtet, 

Bezeichnet man durch A den Halbmesser ihrer Mittelfläche, durch & den Abstand 
vom oberen Rande der Schale, so ist sofort ersichtlich °), daß 

sind, und die Gl. (37) und (38) gehen mittels der Gl. (8) in 
a0 N @N 


dx: D, dt dr Dı dx’ dr RI 


d 0; Z 
a 


Die Gl. (66) vereinfacht sich insbesondere im Falle X = 0 (unter der Wirkung einer zur 
Schale senkrechten Belastung), und zwar zu 


dr aa 


Wir benutzen die Gl. (64) und die Uebergangsformeln des (S 4) und ermitteln aus den 
Gl. (2), (3) und der letzten der Gl. (1): 


über, wo 


du w dw ö dG . a du w 
— e3 (0) = N T, = | — 0] ) 
dx R dx 1— 0,09 \dr (67) 
a9 w du 
T} = - (- 09 ) — G3 — 0% \ 
1 — 01 09 de?’ dx’ 
Ist bei einer Untersuchung T} = 0), so folgt 


Durch Einführung der Werte N und ®© aus den GI. (67) in die Gl. (65) finden wir nach 
einigen Umformungen: 
a?’ w d?G 
(7, = 0 D, — == Ya (x) . . . . (68), 
dx” dx’ R? 
I) Die Darstellung dieser Fläche und einige ihrer statischen Eigenschaften findet man z. B. in 
der Arbeit von A. Francke, Zeitschr. f. Math. u. Physik, 1914. S. 173. 
3) Da wir die Gleichungen für die Kegelschale bereits abgeleitet haben, so ergibt sich der Ueber- 
gang zu den Gl (65) — (69) sehr einfach, aber im allgemeinen wäre es richtiger, diese Gleichungen 
direkt dureh Untersuchung der mechanischen Eigenschaften der zylindrischen Schale abzuleiten, 


} 
| | 
} 
h 
h 
h 
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wo 030%: 

Ade. 

Re; 

Nach der Elimination der Funktion 6, aus diesen Gleichungen finden wir 

dx 


Diese Gleichung findet sich bei der Untersuchung von vielen Aufgaben der Festigkeits- 
lehre z. B. in der Theorie der Transversalschwingunrgen der Stäbe mit veränderlichem 
(Juerschnitt') sowie bei der Berechnung der Balken mit veränderlichem Querschnitt auf 
einer elastischen Unterlage u. a. 

Zur Berechnung einer Zylinderschale muß man entweder die Gl. (69) oder das 
System der Gl. (68) oder, endlich das System der Gl. (65), das man übrigens aus den 
Gleichungen des Systems (68) durch einfache Diiferentiation ableiten könnte, integrieren. 

Die umfassendsten Ergebnisse erhalten wir, wenn wir vom System der Gl. (65) 
ausgehen. Wir wenden auf dieses System die Umformung des S 2 an. 

In diesem Falle haben wir die Annahme zu treffen 

D, dx D ag dx 
Die zweite der Gl. (21) wird zu einer Identität. Somit sind alle weiteren Ableitungen 
unabhängige von der Gl. (25), die vorher die Werte von «& und Dı beschränkte. 

Die erste der Gl. (21) bekommt folgende Form: 


D \a?lg D, 1 dle D,«: 


/ d dr dx 
Wir führen die Bezeichnung ein: 
'D | 
integrieren die G]. (70) in derselben Weise wie die Gl. (39), und finden: 


wo Dio, und willkürliche Konstanten, und eine willkürliche Funktion. 
Die Gl. (19), (20) und (15) werden in dem zu untersuchenden Falle zu: 


‚ı/D 1 wo 

d?W I dagdaW ag 

+k . 2... 11 

aa dx da D; 

oder aw |[_, ‚law 20 wir 

jdx 


Im folgenden verweilen wir bei den Fällen, wo die Wurzeln der 2. der Gl. (73) von- 
einander verschieden sind und untersuchen die Gl. (74) ohne die Störungsfunktion, da in 
dem praktisch wichtigsten Falle, wo » (x) und 93 (x) algebraische Polynome sind, die Er- 
mittelung eines partıellen Integrals auf ganz elementarem Wege geschieht 

Indem wir spezielle Annahmen bezüglich der Funktion (x) treffen, finden wir 
eine Reihe von Lösungen, die für verschiedene Fragen der Baustatik von Nutzen sein 
können. Untersuchen wır einige von diesen: 


ar b, Öl=m+n+?2; (75), 
wo a, b, m und rn willkürliche Konstante sind. Aus den Gl. (72) folgt: 
— (t-a)" (a—b,"; Di = Di (r—a)" * 2 (2- (76). 
Die Gl. (74) ohne Störungsfunktion wird zu: 
dx? dz Dıo 
und ist folglich in hypergeometrischen Funktionen integrierbar. 
2) vla)=la-a), =mla-a+n .. (78), 
= Di = Do . ... (79). 
Siehe die trüher zitierten Arbeiten von Kirchhoff. Ward und Mononobe. 
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Die Gl. (74) hat die Form: 


d?w 


dW 
(2 —a) — Iın+m(e—a)| 


d dr Dıo 
Diese Gleichung kann man als einen Grenzfall der (Gaußschen Gleichung betrachten, 
wenn einer der singulären Punkte ins Unendliche rückt 
Im Falle m = 0 ') ist diese Gleichung mittelst zylindrischer Funktionen integrierbar ‘). 


Ca? _ ('x? 
rtıx r r (1% 
3) v(r)—=1, Gy ® 2 ‚Di =Dwe 
Die Gl. (74) wird zu: 
dx“ 1x 


Diese Gleichung entspricht demjenigen Fall einer hypergeometrischen Gleichung, bei 
welchem die beiden singulären Stellen ins Unendliche rücken ). Falls Ü=0, ist die 
Integration dieser Gleichung elementar. 


n n 


| 


Die Gl. (74) wird zu: 
‚dW 
Y — 4a)? — [m (x - = + ko W = () . (84). 
dx! dx Dıo 


Im Falle n= 0 integriert sich diese Gleichung auf elementare Weise. 


.. . .. .. 1 
Im Falle n 0 führen wir eine neue Veränderliche z gemäß z=«a-+ und eine 


neue Funktion Wı gemäß W-—z”"W,, wo « der Gleichung 


Dıo 
entspricht, ein und erhalten eine Gleichung von derselben Art wie die Gl. (S0) und zwar: 


a-W, dW 
+ »3u + m—n2]| 


Untersuchen wir die Lösungen, die für «@ und D, Funktionen ergeben, die den Be- 
dingungen (4) entsprechen. 
Aus der Gl. (71) folgt. daß die Stärke der Schale 2 A für die Funktion (x) sich 


nur durch einen konstanten Faktor y unterscheiden kann, so daß ?h=gyw (x). 
Falle 1) erhalten wir aus der Gl. (76): 


unW=0. . . . (86). 


Im 


Eı +er 


= 24 ) (87), 
wo e und d Konstanten sind. 


Somit hahen wir bewiesen, daß die Berechnung einer anisotropen, zylin- 
drischen Schale, deren Wandstärke nach einer Parabel sich verändert, 
mittels hypergeometrischer Funktionen geschehen kann. 

Der Fall 2) fühıt bei Berücksichtigung der Gl. (79) zum folgenden Ergebnis): 


| Eı (gx + e)’ 
“a e) D, = 88). 
Im Falle 4) finden wir indem wir die GI. (53) mit benutzen: 


\9 Eı 9? (x — 


Dieser Fall ist besonders wichtig wegen der elementaren Lösung, die ihm entspricht. 


!) Dieser Fall wurde von Kirchhoff und Ward ausführlich behandelt. Die Gl. (72) und (74) 
kann man als eine Verallgemeinerung der Kirchhoffschen Untersuchungen betrachten. Auch die 
anderen Untersuchungen, die Kirehhoff in der zitierten Arbeit eingeführt hat und die sich auf 
die Ermittelung der Schwingungsperiode der Eigenscehwingungen eines Stabes vom veränderlichen 
Wuerschnitt beziehen. lassen sich verallgemeinern für den Fail, daß ag und D, durch die Gl. (72 
bestimmt sind. 

?2) Siehe Handbuch d. Theorie der Zylinderfunktionen N, Nielsen. Leipsig 1904, S. 130. 

3) Die Reihen. die diese Gleichung befriedigen, sind im »Lehrbuch der Ditferential-Gleichungen 
Forsyth-Jacobsthal« 1912, S. 207 und 741 angegeben. 

4) Vergl. die zitierten Arbeiten von Reißner und Meißner, a.a.® 


| 
| 
| 
- Y 


164 Steuermann, Zur Theorie «ler polarsymmetrischen Deformation Math. und Mech. 


7. Die unhomogenen Schalen. Bis jetzt haben wir die Berechnung der elastischen, 
anisotropen Schalen nach einer Methode durchgeführt, die sich auf den Gedanken Meißners 
stützte, der die Zurückführung der Integration eines Systems von zwei Difierentialglei- 
chungen zweiter Ordnung auf die Integration einer Difierentialgleichung zweiter, Ördnung 
mit einem Parameter, der zwei verschiedene Werte annehmen kann, anstrebte. Diese 
Methode bietet viele Vorteile, besonders durch die Vereinfachung der Berechnung, aber 
ihre Andwendbarkeit ist an gewisse, beschränkende Bedingungen geknüpft; diese Bedin- 
gungen drücken sich bei unserer Art der Darstellung in der Gl. (23) für den allgemeinen 
Fall der symmetrischen Schale, bzw. der Gl. (39) für die konischen Schalen aus. Die 
ersten Gleichungen der Systeme (23) bzw. (39) werden nur dann identisch befriedigt, 
wenn die Gleichung (25), die aus der Gl. (4') folgt, erfüllt wird. Es kann aber vorkommen, 
daß wir bei der Bereehnung der Schalen auf die Gl. (4) verzichten müssen, während die 
anderen Gleichungen (1), (2) und (3’) ihre Geltung behalten. Dieser Fall tritt z. B. bei 
Eisenbetonschalen, für die die Berechnung des Trägheitsmomentes und der reduzierten 
Flächen der (uerschnitte nach besonderen Formeln geschieht, so daß die Koeffizienten «,, &s, 
D,, D» nach der Gl. (4) nicht berechnet werden können), ein. Dieselben Eigentümlichkeiten 
werden wir bei der Berechnung der Schalen aus Wellblech und auch der Schalen, die 
mit einem dichten Netz von Rippen versehen sind usw. trefien. Es kann vorkommen, 
daß obwohl die Bedingungen (4) nicht erfüllt sind, die Gl. (25) doch wenigstens annähernd, 
befriedigt ist, es ist aber notwendig die allgemeine Untersuchung der Integration des 
Systems der Ditferentialgleichungen (7) und (13) und auch (37) unter der Voraussetzung, 
daß die Koeffizienten dieser Gleichungen keinerlei beschränkenden Bedingungen unterworfen 
sind, durchzuführen. In diesem Falle kommt in erster Linie die Methode der asymptotischen 
Integration in Frage, auf deren Anwendung zur Berechnung der Schalen zum ersten Male 
H. Reißner hingewiesen hat, und die OÖ. Blumenthal’) entwickelte und begründete. 

Wir betrachten zuerst die sphärische Schale konstanter Stärke. Setzen wir in 
Gl. (7) und (13) — Rs wo eine konstante Größe ist, berücksichtigen wir, daß 
auch «, “, Dı und D, konstante Größen sind, und führen wir zur Abkürzung die 
Bezeichnungen 


a2 
= Mı, 


= 
D| 


(90) 


ein, so finden wir, daß diese Gleichungen, wenn wir wie früher die Störungsfunktion 
weglassen, die Form annehmen 
\ NR? 
N"+(1+ 0 — m %)cetgaN' mı (6% N 
Mittels der zweiten Gleichung bestimmen wir ©, © und ©" und eliminieren danach diese 
Werte aus der ersten Gleichung, dann finden wir 


N" + ctg @N” + + Alctg’a) N" + ctg Ay! a) N’ + 


NR? aa (91) 
wo Ao, 41"... As” konstante Größen sind, die folgendermaßen gegeben sind. 
A =?2(1-+ — (mı + m»), A’= (2 +30, — 3 mı 6%) 
A'= 1 + 0, ° 1 —+ 63) ma (1 + 069 + 6, + mı Ma 65° 
201) + mı (4 +3 61 09) + 03 (1 + 61) > mı Ma (92 
92). 
mı + 010), A;'= — 3 mı (2 — + ms O5), 
As’ —= mı| 41 +20 + m — 20 | 


Um auf Gleichung ()1) die Methode der asymptotischen Integration anzuwenden, müssen 
wir N durch eine neue Funktion M so ersetzen, daß das Glied mit der dritten Ableitung 
aus der Gleichung ausfällt. In unserem Falle müssen wir einsetzen: 


2(1 +0) + ms) 


N — (sin @) M = (sin «) er 
Ausführliche Behandlung der Frage und viele Formeln sind im Aufsatze von H. Huber. 
Bauingenieur 1923 S. 354 zu finden. 
Siehe die schon zenannte Arbeit. 
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und die Gl. (91) nimmt die Form 


M+b!M=0. .... . (94) 
an, WO @&, aı und az Polynome von ctg «, deren Ausdruck wir hier nicht angeben, sind und 
D, 


Falls die Stärke der Schale klein im Verhältnis zum Halbmesser ist, (der gewöhnlich 
vorkommende Fall) und folglich b' eine sehr bedeutende Größe im Vergleich zu den 
Koeffizienten a, aı und a» ist, so läßt sich nach dem Vorschlage von H Reißner und 
OÖ. Blumenthal die Methode der asymptotischen Integration anwenden, die darin besteht, 
daß man in der Gl. (94) die Glieder © M" + aM ' -+-a,M vernachlässigt und die 
Gleichung 


integriert. Die auf diesem Wege erhaltene Funktion nimmt man als die erste Annäherung 
an. Genügt diese Annäherung nicht, so kann man zweite, dritte usw. Annäherungen 
ermitteln. Wir halten es nicht für notwendig, die ausführliche Rechnungsweise anzugeben, 
da sie in der oben erwähnten Arbeit von O. Blumenthal durchgeführt ist; wir wollen 
nur darauf hinweisen, daß wir beim Vergleich der Gl. (94) mit der Gl. (B) auf S. 346 der 
Arbeit von Blumenthal, unter Berücksichtigung seiner weiteren Ableitungen, zum Schlusse 
kommen, daß alle Ergebnisse, die von ihm für die Lösung der Aufgabe des Gleichgewichtes 
einer elastischen isotropen sphärischen Schale gefunden sind, auch für den Fall der ani- 
sotropen Schalen verallgemeinert werden können. Der Unterschied wird nur in der Größe 
der Koeffizienten und der Grenze der Genauigkeit liegen. Wir geben hier die erste 


Annäherung an!). Zu diesem Zwecke integrieren wir die Gl. (94'), substituieren das Integral 
in die Gl. (93) und erhalten: 


b 
N— sin @ £ y2 cos — sin «) 
/ 2 = 
..(96) 


v2 
und für den Fall der geschlossenen Schalen °) 


N= (sin «) 4 e\ 2 (c: cos  @-+ (Cs sin (06), 
y2 V.2 
wo die willkürlichen Konstanten €, ...(, durch die Randbedingungen der Schale 
bestimmt sind. Im Falle der isotropen Schalen, d. h. wenn mı = ma — |, 6, = 6%, kommen 


wir zur Lösung von H. Reißner und OÖ. Blumenthal. Wir bemerken noch, daß in 
vielen praktisch wichtigen Fällen die folgende angenäherte Gleichung gilt: 


2(1+0)—- 


Man kann diese Gleichung z. B. bei der Berechnung von Eisenbetonkonstruktionen 
anwenden. Wir wollen uns mit der Anwendung der Methode der asymptotischen Integration 
auf andere Arten der Schale, insbesondere auf konische Schalen, hier nicht befassen, da 
wir dieses in einer anderen Arbeit, die in der nächsten Zeit folgen soll, ausführlicher 
za untersuchen beabsichtigen, und hier nur noch eine elementare lösung für den Fall 
der konischen Schale andeuten. 

Wir machen die Annahme, daß die Größen “,, “, D, und D;, Potenzfunktionen 
der Koordinate & und durch folgende Gleichung gegeben sind: 


wo Dio, %ıo, Konstante Größen sind. 


I) Diese Annäherung klärt in vielen Fällen die Frage der Verteilung der Spannungen ganz 
genügend. Für den Fall der isotropen Schalen ist ein bemerkenswertes Zahlenbeispiel im Aufsatze von 
Prof. S. Timoschenko (Nachrichten der Technologen-Gesellschaft) Petersburz 1913 zu finden. 

2) Vom physikalischen Standpunkte aus betrachtet ist es klar, daß die Spannung N vom Rand 
zur Spitze der Schale also mit der Abnahme des Winkels a sehnell abnehmen muß, deshalb = (0, =. 
Mathematische Begründung ist in der mehrfach erwähnten Arbeit von ©. Blumenthal zn finden, 
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Die Gl. (37), die wir wie früher ohne Störungsfunktion untersuchen, werden bei 
dieser Annahme und mit den abgekürzten Bezeichnungen (90) die Form haben: 


s— — + m) + 
d Dıo tg ß (98 
). 
d? V an @E 
. — | m (Hl —1)-— - — 
| dE tg 
Abgekürzt schreiben wir dieses System der Gleichungen wie folgt: 
+1 — taVit=0, tb - =0 (98), 
4% ds a 5° as 


wo die konstanten Koeffizienten a, b, c durch den Vergleich mit der Gleichung (98) 
leicht zu bestimmen sind. Wir untersuchen, unter welchen Bedingungen das System der 
Differentialgleichungen (98) Integrale von der Form 


(99) 
hat, wo %, V, p und g konstante Größen sind. Durch Einführung dieser Werte © 
und Vin die Gl. (98) finden wir 

vo (a2 I)g-+ b: &7 Er \ 


Damit diese Gleichungen identisch befriedigt sind, müssen folgende Bedingungen er- 
füllt sein: 


(100). 


p—img-—1, 
und folgiich 
t=!+2. 0. g=r-+i-+1. . (102), 
p’+ (a — 1)p+bı (103) 


Die Gl. (101) ergibt die beschränkenden Bedingungen, die den Größen «,, “s, Dı und 
D, auferlegt werden miissen, damit das System der Gleichungen (98’) Integrale von der 
Foım (99) zulasse. Ist die Gl. (101) befriedigt, so finden wir aus dem System der 
Gl. (102) und (105) im allgemeinen die entsprechenden Größen für p und q und hiernach 
aus der Gl (100) das Verhältnis zwischen den willkürlichen Konstanten ©, und Vo. Da 
wir im allgemeinen Fall aus dem System der Gl. (102) und (103) vier Systeme für Werte 
von p und 9 finden werden, so erhalten wir vier spezielle Lösungen und folglich auch 
die allgemeine l,ösung des Systems der Diiierentialgleichungen (98'). 

Die einzelnen speziellen Fälle, die bei der Lösung des Systems der Gleichungen 
(102) und (103) möglich sind, sind leicht zu untersuchen. Auf diese Weise kommen wir 
zu einer ganz elementaren Lösung einer der Aufgaben über das (rleichgewicht der 
konischen Schale. 413 


Achsensymmetrische Deformation von Umdrehungskörpern. 
Von CONSTANTIN WEBER in Duisburg. 


A. Timpe gebrachte Problem wird im folgenden eine andere allgemeine Lösungsform 
gebiacht Hierbei werden die Spannungen usw. von einer Umdrehungsfunktion 
I" (r,z) hergeleitet, ähnlich wie die Spannungen des ebenen Problemes von der Airvschen 
Spannungsfunktion abgeleitet werden. Hiermit erledigt sich auch die im obigen Aufsatze, 
Seite 363, Fußnote I aufgeworfene Frage. 
Die Umdrehungsfunktion lautet: 


Dür das in dieser Zeitschrift Band 4, Seite 361 u. f. im gleichnamigen Aufsatze von 


F = «D, 


O2 


wo ®, (r,:) und ®, (r,z) harmonische Funktionen sind. Für die Spannungen, die Raum- 


dehnung und die Versehiebungen gelten (mit Bezeichnungen wie im obigen Aufsatze) 
die Formeln: 


| 
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10 09 
rOÖr Or Or 
- 110 1 03 
Ir? m r Or r ür m Or? 
+ (1+—)(1- ) (1) 
m m m 
E Oz E 
l 
1 + 


r 
E Or m } E 0z \ m 


Aus jedem ebenen Spannungszustande mit den Koordinaten y,z, der sich in 
x-Richtung von — » bis + > erstreckt, läßt sich durch Drehung um die z-Achse und 
bei gleichmäßiger Verteilung des Spannungszustandes auf einen vollen Umiang ein Um- 
drehungs-Spannungszustand finden. Die Airysche Spannungsfunktion 


(y2) 
worin Yı und g» ebene harmonische Funktionen sind, geht hierbei in die Umdrehungs- 


funktion F(r,z) über: 
2r 


l 
ZT, 


). 


Die Funktionen ”(r,z) erhält man nach derselben Integrationsformel aus den 
Funktionen @ (y,2). Nicht jeder Umdrehungs-Spaunungszustand kann jedoch in dieser 
Weise von einem ebenen hergeleitet werden. 

Umgekehrt läßt sich aus jedem Umdrehungszustande, der infolge von im Endlichen 
befindlichen singulären Punkten entsteht, durch fortschreitende Ueberlagerung von 2 — — » 
bis =+ » bei einer Verteilung des gegebenen Zustandes auf die Längeneinheit in 


x Richtung ein ebener Zustand bilden. Zum Uebergange von der Umdrehungsfunktion 
zur Airyschen dient die Gleichung: 


= — 


Hierzu ein Beispiel: Für den vom Nullpunkte im Raume sich allseitig ausbreitenden 
Druck ist: 


1 r? — 22? 3er 
= = C, 0, T=— A— 0, 
r? + 22 Vr?+ 22" VYr?+ 2 
1 1 
1 + 
m r m 
Hr = 2 £ 
E 


Nach GI. (3) erhält man die Airvsche Spannungsfunktion für einen in der Ebene 
vom Nullpunkt sich allseitig ausbreitenden Druck: 


r 
N + 0) da —| in’ + 
\Va? + 2? +22 
= 
Um endliche Werte zu erhalten, ist für © ein unendlich kleiner Wert derart zu 
wählen, daß die zweite eckige Klammer für = -+ » und — » gleich Null wird. Man 
erhält dann die bekannte Airysche Funktion f= — In (y?-+ >?). 
Der U mdrehungsfunktion 
1 
(4; 
31* 
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entspricht die Airysche Funktion 


Durch Difierentieren nach z, das beliebig fortgesetzt werden kann, erhält man: 
D — — . (92 
dem entspricht 
/ 


2° 


Ebenso durch Integration bis auf nebensächliche Integrationskonstante: 


sem enieprioht ydz >yarctg +28. . (6b). 


Auf Grund dieses Zusammenhanges lassen sich nach gewissen bekannten Lösungen 
des einen (rebietes die entsprechenden Lösungen des anderen Gebietes aufstellen. Bei- 
spielsweise lautet für die Halbebene : > 0, die im Nullpunkt durch die Zugkraft P be- 
lasıet ist, die Airvsche Spannungsfunktion: 


> 


(yarcıg yarcig In (ya +2 28 +2, In (y +2)=1{ı+t2 


27 


Die Umdrehungsfanktion für den Halbraum mit der Kraft P im Nullpunkt ergibt 
sich hieraus nach Gl. (4a) und (6a): 


(z+Vr?+ 2°) — | 
woraus nach Gl. I die Spannungen zu finden sind. 
Es ist mir gelungen, das Scheibenproblem eines Streifens, der durch 2= 41 
begrenzt und durch eine Einzelkraft 7 belastet ist, durch eine Reihe von Funktionen mit 
Unstetigkeitspunkten für y— 0 und 2=...—5, —1l, +1, —+3.... zu lösen und hier- 


nach auch für die Platte mit einer Einzelkraft die Lösung in obiger Weise durch eine 
Funktion mit Unstetiekeitspunkten auf der z-Achse zu bilden. Die Veröffentlichung wird 
nach Erledigung einiger noch vorzunebmender numerischer Berechnungen erfolgen. 48 


Über die Stabilität der beiderseits eingespannten Elastika 
und ähnliche Fragen, 
Von PAUL FUNK in Prag. 


zweiten Variation findet sich zwar in der Dissertation von Born‘), aber insbesondere 
für den Fall, wo die elastische Linie fest eingeklemmt ist, gelangt Born zu keinem 
übersichtlichem Ergebnis, wie er selbst ausdrücklich hervorhebt. Diese Lücke soll hier 
unter Heranziehung geometrischer Gesichtspunkte ausgefüllt werden. 
Es sei 9 der Winkel mit einer festen Achse und s die Bogenlänge, dann ist 
unser Ausgangspunkt das folgende Variationsproblem. 


| r Untersuclhiung der Stabilität der elastischen Linie auf Grund der Theorie der 


— Min.. 
.. 
wobei die Größen 


Us, |eos fsin Yds=yı — yı 
vorgegeben sind. Die Extremale genügt der Gleichung 


.. ... 


I) Erweiterte Darstellung meines Vortrages bei der Innsbrucker ‚Jahresversammlung. 
Max Born. Diss.: Göttingen 1906. 
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Ohne Schädigung der Allgemeinheit kann man für die zu untersuchende Extremale 
annehmen @a=0, b=1; es kommt das auf eine zweckmäßige Wahl der Achse und des 
Länrgenmaßstabes hinaus. Wir bezeichnen die Krümmung mit z und den Krümmungs- 


radius mit A, also: -- . Es ist somit 
——sind . . . (1a), 
hieraus ergibt sich durch Integrieren bzw. Differenzieren 


wobei $ den größten Winkel bezeichnet, den die Elastika mit der w-Achse einschließt. 
Das Stabilitätskriterium auf Grund der zweiten Variation (Jacobisches Kriterium) 
verlangt — roh gesagt — zu untersuchen, ob eine den oben angegebenen Grenz- und 
isoperimetrischen Bedingungen genügende unendlich benachbarte Extremale möglich ist. 
Genauer gesagt heißt dies folgendes: 
Aus (1) denken wir uns gewonnen: Ch, Cs), wobei C, und Inte- 
erationskonstanten sind. Wir fassen a, b, C,, C, als Funktionen eines Parameters « auf, 


wobei «= 0 der zu untersuchenden Extremale entspricht. Wir bezeichnen ( t mit 7 
va’a 


und fragen, ob es eine von Null verschiedene Funktion 7 gibt, die den durch Differen- 


tiation nach « aus den Rand- bzw. isoperimetrischen Bedingungen hervorgehenden 
Gleichungen 


(s)= = cos |reindds= 0 


genügt. Durch Differenzieren nach « und nachträgliches Nullsetzen von «@ erhalten wir 
aus (1) 


wobei da 


ist. Durch zweimalige Differentiation und Elimination von Cı, und (, erhalten wir für 7 
eine lineare homogene Differentialgleichung vierter Ordnung: 


Aber auch ohne diese Differentlialgleichung ausführlich anzuschreiben, können wir 


sofort ein vollständiges Lösungssystem dieser Differentialgleichung angeben, und zwar 
aui Grund folgender Ueberlegung. 


Sei 9 (s) eine Lösung von (1), dann ist von vornherein einleuchtend, daß auch 
+, bzw. 9(s-+e), bzw. 
Extremalen darstellen. Somit ergibt sich durch Differentiation nach « und nachträgliches 
Nullsetzen von «, daß 


Lösungen von (3a) sind. Da 7, bereits der zu (3) zugehörigen homogenen Gleichung 
genügt, ergibt sich leicht eine zweite Lösung dieser homogenen Gleichung und somit 
eine vierte Lösung von (Da): 


Für das zuletzt angeschriebene Integral, das wir zur Abkürzung mit ? bezeichnen, 
ergibt sich, wie man unmittelbar durch Differentiation mit Berufung auf (la), (Ib) fest- 
stellen kann 


sin? 2 


Der willkürlichen Integrationskonstanten entspricht die Willkür des Anfangspunktes für 
x und s. Zunächst sei sowohl x als auch s vom Scheitel aus gerechnet. 

Zur obigen Formel wird man unmittelbar geführt durch die Theorie der elliptischen 
Funrktionen. Um den Anschluß an die üblichen (H. A. Schwarz) Bezeichnungen zu ge- 
winnen, setze man 
| cos cos c08ß 


= 


rum 


1 

‚u 

| 
1 | 

==% d | 

| 

! 
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—4(plu-+ — e) 
Um den Zusammenbang des gesuchten Integrals mit den anschaulichen Größen x 
und 9 zu finden, ist es naheliegend, den Integrationsweg vom Punkt x, -+ ®, über die 
Punkte zum Punkt zu leiten. Das Additionstheorem der 
& Funktion ergibt dann die oben angeschriebene Formel. 
Soll nun eine von Null verschiedene lineare Kombination dieser vier Funktionen 
bestehen, die den Bedingungen (2) genügt, so ergibt sich unter Verwendung von 


1 
(plu+ —e). 


== 1, T=4, — %, 


nach einigen naheliegenden Anwendungen von partieller Integration das Jacobische 
Kriterium in der Form 


1 %ı 0 0 

[xl [sind]; [s]; sin — |ylı sin 9 — 


durch leichte Umformung ergibt sich 


| 
l | 
N | 
\ s]; 9 


subtrahiert man die zweite und dritte Kolonne von der ersten, bezeichnet man die Koordi- 
naten des Krümmungsmittelpunktes mit 5,7 und setzt man ferner zur Abkürzung 


— — cosßPs), 


so erhält man unter Weglassung des Faktors 


Is? — la: for + 
| \ SonderfallA: Betrach- 
| \ ten wir nun den Fall, daß die 
beiden Klemmstellen, durch 
die die Stabilitätsgrenze ge- 
| \ kennzeichnet ist, symmetrisch 


liegen. Daß es ein solches 
| Paar geben muß, folgt daraus, 
daß jeder Verrückung der 
einen Klemnistelle eine gleich- 
sinnige Verrückung der an- 
deren entsprechen muß. In 
diesem Fall ist yı=%y, ARı 
— R,. Somit wird unsere De- 
terminantengleichung erfüllt 
durch 


d.h., wenn die beiden Klemm- 
stellen einen gemeinsamen 


RAsosZ Krümmungskreis haben. Daß 
sich in diesem Fall in der Tat 
\bb. 1. eine unendlich benachbarte 


') Der Zeiger 1 bzw. 2? bedeutet hier und im folgenden, daß die betreffenden Funktionen an 


der Stelle s; bzw, s9 zu nehmen sind. 


| | 
| 
| 
| also 
| 
| 
| 1 
| 
\ 
\ 
\ | / 
\ | 
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Extremale angeben läßt, ist auch ohne weiteres einleuchtend. Man denke sich dem zu | 
untersuchenden Extremalenstück um den gemeinsamen Krümmungsmittelpunkt eine un- | 
endlich kleine Drehung erteilt vergl. Abb. 1, schneide ein infinitesimales Stick an der 

einen Stelle ab und füge es an der anderen Klemmstelle hinzu. Um aber tatsächlich | 
behaupten zu können, daß durch diese Bedingung die Stabilitätsgrenzen gekennzeichnet 
sind, muß man noch zeigen, daß die Determinante für kein der Symmetrieachse näher- 

liegendes Klemmstellenpaar verschwinden kann. Da es aber ein symmetrisches Klemm- 

stellenpaar für die Stabilitätsgrenze geben muß, können wir uns auf die Betrachtung | 
symmetrischer Paare beschränken. Daß vor dem ersten Wendepunkt keine Nullstelle 
auftreten kann, ergibt sich aus der Schwarzschen Ungleichung 1 


N $ 


| 
0 
Für das erste Wendepunktpaar hat die Determinante den Wert ‚4w!» 0. 


Nach dem ersten Wendepunkt gilt für das in Betracht kommende Intervall > 0 


| 
und somit | 
| + cosPs 1 + cosßs 
sin" 2 sin“ 3 2 | 
Wäre nun hier | 
tv—s°® | 
so müßte | 
(ae? — co8’Ps?) also > 
sin“ | 


sein, was offenbar unmöglich ist. 


Sonderfall B: Aus der entwickelten Formel (4) geht auch die von Born im 
Anschluß an Experimente angeführte Tatsache hervor, daß die Stabilitätsgrenze dann 
eintritt, wenn die eine Klemmstelle in einem Wendepuukt und die andere Klemmstelle ! 
in dem zweitnächsten Wendepunkt angebracht wird. Zur näheren Erörterung dieses Falles 
ist es aber zweckmäßig, jetzt den Änfangspunkt der Bogenlänge und den Koordinaten- 
anfangspunkt in den Wendepunkt zu verlegen, so daß also &, #, v ungerade Funktionen 
der Bogenlänge sind und / durch die gleiche Formel wie früher erklärt sein möge, also | 
ebenfalls eine ungerade Funktion von s ist. Aus demselben Grunde wie früher muß es | 
ein Paar konjugierter Punkte geben, die um das gleiche Bogenstück vom Koordinaten- | 
anfangspunkt entfernt sind. Somit läßt sich nun unsere Determinantengleichung unter '® 
Verwendung des Lösungssystems 1, #, s#, £x in der Form schreiben: 


1 —ı sı 
I sı4 
220 2(ssnd—y) 2(tsin®-— R) 
2y0 —2(scosd9 —x) 2 (t (cos — 0059) + 

l tı 

ssind —y R 0. | 

y -(scosd—x) (cos cos 0) -+ 


s— 
Um den Stabilitätsbeweis zu erbringen, ist nun noch nachzuweisen, daß diese 
dreireihige Determinante nicht vor dem nächsten Wendepunkt verschwinden kann. Auf 
dieselbe Determinante wird man aber auch geführt, wenn man die Stabilitäts-Untersuchung 
durchführt für den Fall, daß die Elastika an einem Ende eingeklommt und an dem an- 
deren Ende gelenkig gelagert ist‘). Das Variationsproblem hierfür kann sonst so wie 


!) Dieser Fall ist verwirklicht beim Umblättern eines nicht (allzu dieken) Buches: die Finger- 
spitzen entsprechen der Klemme, die Befestigung des Rlattes am Buchrücken kann als gelenkig betrachtet 


werden. Beim sehr dicken Buch treten in der Formulierung des Variationsproblems noch Ungleiehungen 
als Nebenbedingungen auf. 


| | | 
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früher gefaßt werden, nur mit der Ausnahme, daß nur %(s,), aber nicht $ (0) gegeben 
ist. Statt dessen kommt hier die Gleichung 9 (0)— 0 hinzu. Dementsprechend lauten 


die Bedingungen für z 


Ö 


Der Stabilitätsbeweis, d. h. der Beweis daß die dreireihige Determinante in dem betrachteten 
Intervall nicht Null werden kann, ist somit mit Rücksicht auf die Anmerkung auf 
eine aus der täglichen Erfahrung geläufige Tatsache zurückgeführt, nämlich, daß 
beim Umblättern nur dann ein Ausspringen aus der Gleichgewichtslage stattfindet, 
wenn ein Wendepunkt vorhanden ist. 

Auf eine Anregung des Herrn v. Mises!) hin behandle ich auch noch kurz den 
Fall, daß die Elastika an einem Ende fest eingespannt ist und am anderen Ende frei 
beweglich und durch ein Gewicht belastet ist vergl. Abb. 2. Es bedeute E den Elastizitäts- 
modul, J das Trägheitsmoment, P das belastende Gewicht. Um das Schlußresultat in 
mögliehst anschaulicher Form aus»prechen zu können, machen wir jetzt keine Festsetzung 
über den Längenmaßstab. Die Bogenlänge zählen wir vom belasteten Ende an, die 
x-Achse denken wir uns vertikal nach abwärts gerichtet und für die zu untersuchende 
Extremale falle das belastete Ende mit dem Koordinatenanfangspunkt zusammen. Das 
Varıationsproblem lautet 


[ (5 + Peos#) ds > Min, 


wobei gegeben und (0) frei wählbar zu denken ist, so daß also (0) = 
ist. Die Euler-Lagrangesche Gleichung lautet: 
9”; " sin®=0 also —cosPß) . . . 6) 
EJ 2 
die Jacobische Gleichung und die zugehörigen Randbedingungen lauten: 
EJ 
Für den Fall 4 = 0 ergibt sich die Eulersche Knickformel in der 
üblichen Weise. Für 9 = 0 ergeben sich als Partikularlösungen 
wie früher £ 


N von denen bei analvtischer Fortsetzung über das freie Ende hinaus 
| die erste eine ungerade, die zweite eine gerade Funktion von s ist. 
Wenn die Klemme an der Stabiliätsgrenze eingesetzt ist, so er- 
eibt sich: Tı (0) Ta. (0) 
7 (sı) 


also 7, (sı) 0 somit wegen (5) 


r 1 

Also: Sitzt die Klemme an der Stabilitätsgrenze, so ist die 
Drformationsenergie gleich der doppelten Arbeit, die man leisten 
müßte, um das die Deformation bervorrufende Gewicht von der 
Klemmstelle bis zum zugehör gen Krümmurngsmittelpunkt zu heben. 
Hieraus geht unmittelbar hervor, daß sich diese Klemmstelle unter- 
/ halb des ersten Scheitels und oberhalb des ersten Wendepunktes 
| | befinden muß. Oberhalb des ersten Scheitels nimmt ja diese Hub- 
arbeit nur negative Werte an, in dem bezeichneten Stück aber 
\bh. 2. nimmt sie jeden beliebigen positiven Wert an. 505 


') Bei der Diskussion nach meinem Innsbracker Vortrag. Wie ich bereits damals hervorhob. 


ist die diesbezügliche Stabilitäwsuntersuchung in der erwähnten Arbeit von Born bereits vollständig 
durchgeführt. Durch unsere Formel erhält sie eine anschauliche Deutung. Vergl. auch eine Arbeit von 
v. Mises (diese Zeitschr) Bd 3 (1923), S. 422. Vergl. auch eine Note von v. Mises in dieser 
Zeitsehr. Bd. 4 (1924), S. 435/436. 


| 
v 
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Vorträge der Danziger Tagung 
der Gesellschaft für angewandte Mathematik und Mechanik. 


on den neun Vorträgen, die auf der Danziger Jahresversammlung der Gesellschaft 

für angewandte Mathematik und Mechanik am 14. und 15. September 1025 ge- 

halten wurden, erscheinen hier kurze Zusammenfassungen, die die Vortragenden 
selbst freundlichst zur Verfügung gestellt haben. 


1. Zur Berechnung der Stabilität periodischer Bewegungsvorgänge. 
Von E. TREFFTZ in Dresden. 


Die Berechnung der Stabilität eines periodischen Vorganges 


(tl), 
der einer periodischen Diiierentialgleichung 
genügt, (für welche also w)— F(x,«,t) ist’ geschieht in der Weise, daß man 
eine von x» (f) wenig verschiedene Bewegung 


betrachtet. Für die als Klein vorausgesetzte Störung $ (ft) gewinnt man dann eine lineare 
Diiferentialgleichung 

indem man unter Beschränkung auf die in Z und linearen Glieder mit dem Ansatz (2) 
in die Diiferentialgleichung (1) eingeht. Wegen der Periodizität der Diiferentialgleichung 
(1) und ihrer Lösung x, (f) sind dann die Koeffizienten von (5) 


0% 

ebenfalls periodische Funktionen der Zeit, und es kommt nun darauf an, zu entscheiden, 
ob die Lösungen von (3) mit wachsender Zeit zunehmen können (Fall der Instabilität), 
beschränkt bleiben (Fall der Halbstabilität), oder sämtlich abnehmen (Fall der Stabilität). 
Wir beschränken uns hier auf den Fall, daß P(t)—=0 ist, auf welchen wir den all- 


. . Pdt .. .. .. 
gemeinen Fall durch die Substitution <= e y stets zurückführen können. 


Ueber die Lösungen der Differentialgleichung 
"HH (5) 
gewinnt man dann in der folgenden, bekannten Weise Aufschluß. Wir stellen uns zu- 
nächst zwei Partikularlösungen (/) und v(f) her, indem wir (5) von bis m, 


nötigenfalls näherungsweise, integrieren. Dabei normieren wir diese Funktionen so, daß 
die Determinante 


- 
te | 


uv—-vu=l 
wird, was stets möglich ist, da sie wegen P—=0 konstant sein muß. 

Dann beherrschen wir u und v für alle Werte von £, denn wegen der Periodizität 
der Differentialgleichung müssen auch «u o») und » ») Lösungen von (5) sein, die 
sich demgemäß durch die Partikularlösungen « und » mit konstanten Beiwerten in der 
Form 

u (E+ 0) = u (f) + v a: u (f) + | 


darstellen lassen. Die Beiwerte “, bis «» erhalten wir, wenn wir ?= 0 setzen zu 
“ı=v(o)u(®) —v(o) u (w) (o)v (w) — 8) 
= — u'(o) u (w) = ulo) (wo) — (o)v(o) 


(NB. u (0) v’ (0) — w(o\v(o)—= 1). Wir können also, wenn v und ve vont=0 bis t=w 
bekanıt sind, durch wiederholte Anwendung der Substitution (7) auf nw), nm) 
schließen. Wir geben dieser Substitution die einfachste Form, wenn wir aus w und » 
eine Lösung 


! 
| 
[7 
= 
| 
Ä 


| 
| 
| 
1 


durch partielle Integration um, z. B. 
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bilden, die sich bei einem Fortschreiten um ® nur mit einem konstanten Faktor A multi- 
pliziert. Soll 
sein, so muß 
sein, und das ist erreicht, wenn a und 5 den linearen Gleichungen 
genügen. Durch Nullsetzen der Determinante erhalten wir 


— + ) + (aı — (191) = (15) 
. . 2). 

Für jeden der beiden Wurzelwerte /, und /, erhalten wir dann bis auf einen konstanten 
Faktor aus (12) je ein Wertesystem a und 5b, d.h. wir erhalten zwei Lösungen unserer 
Diiierentialgleichung: 


n=au+rbe, .. (14), 
welche 
ist. Da wegen (6), wie man leicht nachrechnet, 
ist, ist das Produkt 


Sind also die Wurzeln reell, so muß eine Wurzel, sagen wir 4, größer als eins sein. 
Dann haben wir den Fall der Instabilität, denn es gibt eine Lösung 7ı der Differential- 
eleichung, welche sich bei jedem Fortschreiten vergrößert. Sind die Wurzeln komplex, 
so liegt »lHalbstabilität« vor, denn dann ist 

also 

mn(+o) = nt+o)= - : 
„ı und y, bleiben somit beschränkt, und damit auch jede Lösung der Differentialgleichung, 
da sich jede aus 7ı und 72 mit konstanten Beiwerten linear zusammensetzt. Der Fall 
gleicher Wurzeln gehört zum instabilen Typus, wenn nicht schon x und v beide perio- 
disch waren. 

Die Schwierigkeit der Stabilitätsberechnung beruht also lediglich darin, bei einer 
approximativen Integration die Größen «| bis @s mit genügender Genau gkeit zu er- 
halten, und die folgende Erleichterung der Rechnung besteht darin, daß für die in Frage 
kommenden Größen eine Integraldarstellung gegeben wird, welche auch dann noch gut 
konvergiert, wenn x und » selbst nur mit geringer Genauigkeit ermittelt sind. Diese 
Integraldarstellung erhalten wir folgendermaßen: wir formen die Integrale 


J (u, u) [tw — t)i dt 


u 


0 (20) 


J(v, u) = [tv — dt 


0 


J(r,v) = ! - — di 


| 
; | 
| 
| 
| 
| 
| 
1 
zu 
| 
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und erhalten, da das Integral wegen der Differentialgleichung fortfällt 

Ju,u=-a, . (22). 


Fügen wir zu diesen Größen noch «, “3 — @yı &ı2 = 1, so können wir aus ihnen die 
), Werte berechnen, die wir in der Form: 

schreiben können. Insbesondere erhalten wir als Bedingung für die Realität von 4 
(Instabilität) 


Ueber eine Anwendung der dargelegten Methode und über eine Vereinfachung in 
speziellen Fällen wird an anderer Stelle berichtet werden. 98. 


2. Energiekriterium der Knicksicherheit. 
Von H. REISSNER in Charlottenburg. 


Energiekriterien für das Ausknicken von Stäben und Platten sind wohl von Bryan!) 
zuerst angegeben und von Timoschenko’) ausgebaut worden. Diese unmittelbar aus 
dem Prinzip der virtuellen Verrückungen entspringende, sehr geistreiche Methode sebeint 
weder von andern Forschern noch von Liehrbüchern mehr als andeutungsweise aul- 
genommen worden zu sein, obgleich sie, wie ich nachher noch zeigen will, die anderen 
Verfahren an Einfachheit, Tragweite und Gültigkeisbereich übertrifit. 

Vielleicht liegt dies zum Teil an einer gewissen Liickenhaftigkeit der Darstellung 
der beiden Autoren, die z. B. eine Wiedergabe vor den kritischen Ohren von Hochschulhörern 
fast unmöglich macht, und die Uebereinstimmung mit den andern gebräuchlichen Ansätzen 
der Knicktheorie nicht erkennen läßt’). Aus dieser nicht genügenden Ausarbeitung der 
Methode hatte sich auch eine gewisse Unsicherheit über ihren Gültigkeitsbereich für 
Randkräfte und Volumenkräfte (Eigengewicht) ergeben. 

Ich hoffe deshalb, daß Sie es in didaktischem und in heuristischem Interesse 
nicht überflüssig finden, daß ich im folgenden versuche, eine sorgfältige Ableitung 
des Bryanschen Energiekriteriums, seiner Verbindung mit der Differentialgleichung des 
Problems und der Timoschenkoschen Anwendung der Ritzschen Minimalfolgen') auf 
dieses Kriterium zu geben. Ich möchte mich dabei allerdings beschränken, auf die Be- 
sprechung der dünnen ebenen, elastischen Platte, aus der die Kriterien des dünnen Stabes 
als Sonderfall abgelesen werden können. 

I. Wie üblich führen wir als Spannungsresultanten, genommen über die Dicke der 
Platte und die Lärgeneinheit in der Mittelebene, die drei sogen. Längsspannungen 0, 6, 
und 7 und die drei Biegungsmomente m. m, und n ein. Die Voraussetzungen der 
elementaren Plattentheorie, daß die Plaitendicke Öd klein sei gegen die Längsabmessungen 
und die Durchbiegung klein gegen die Plattendicke, sind bei der Frage nach dem Beginn 
des Ausknickens besonders gut erfüllt. Mit ww als Durehbiegung senkrecht zur Plattenebene, 


mit einer sogenannten Biegungssteiligkeit N — == a und mit den Krümmungsgrößen 
—, —,i=.— darf man dann bekanntlich als Spannungs-Formände- 
020y 


rungsbeziehungen schreiben: 
m: —=N -+rv%), m,=N(z,+v%,), n—=N(1—»)} 
und als Formänderungsarbeit der Biegung: 


!) Cambr. Phil. Soe. Proc. vol VI 1888 Lond. Math. Soc. Proc. XXL, 1891. 

?) Ann des Ponts et chaussdes Fase. III, IV. V 1913. — Z, f. Math. u. Phys. Bd. 58 (1910). — 
Eisenbau XII (1921). 

3) Vielleicht ist dies auch der Grund, warum Love in seinem klassischen Lehrbuch der Elasti- 
zitätslehre zwar die Ergebnisse von Bryan über Plattenknickung wiedergibt, aber zu ihrer Ableitung 
nicht das Energiekriterium, sondern die Gleichgewichtsbedinzungen bei endlichen Verschiebungen an 
wendet. Love, Elastizität, 2. Aufl, Teubner, S. 635. 

+) Journ. f. r. u. angew. Math. Bd. 135 (1909). 
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,s sei nun eine ebene Platte mit irgend welchen Rand- und Volumenkräften, welche 
in der Mittelebene wirken, und mit irgend welchen geometrischen Rand- oder Stütz- 
bedingungen gegeben. Es wird sich zunächst ein ebener Spannungszustand mit Längs- 
spannungen 6, 06,7 allein und mit eben bleibender Platte bilden, aber er wird bekanntlich 
bei Ueberschreitung einer gewissen kritischen Grenze in einen Zustand der Biegung 
übergehen. Das Grundproblem besteht nun in der Frage nach dieser kritischen Grenze. 

Ich gehe, um einen ganz klaren Ansatz zu haben, von der Gesamtarbeit der 
äußeren Kräfte As, nämlich der Arbeit der Randspannungen und der Volumenkräfte aus 
und formuliere den Knickungsbeginn durch die Gleichheit der bei einer Wölbung auf- 
tretenden Zusatzarbeit der Randkräfte und Volumenkräfte einerseits, und derjenigen der 
Spannungen, d. h. sowohl der Längsspannungen als der Biegungsmomente andererseits, 
wobei für die äußere Arbeit vorausgesetzt werden soll, daß die Knickung erzeugenden 
kand- und Volumenkräite nur bei den Verschiebungen parallel der ursprünglichen 
Plattenebene Arbeit leisten. 

Reicht nämlıch bei irgend einem, nach Vollendung der ebenen Verzerrung ein- 
tretenden, zusätzlichen Verschiebungszustand u, ®, «© die äußere Arbeit gerade aus, um 
die zu diesem Verschiebungszustand zugehörige, innere Arbeit zu erzeugen, so ist das 
Gleichgewicht gegen Auswölben indifferent. Es kommt dann darauf an, denjenigen Ver- 
schiebungszustand zu finden, für welchen die zugehörige Biegungssteifigkeit N ein Maxi- 
num ist, da dieser als maßgebender vor allen andern Zuständen eintreten wird und die 
Knickbelastung liefert. 

Ich beginne also mit dem iolgenden Ansatz für das indifierente Gleichgewicht des 


Knickungsbeginnes: 


wo für o,, 0, und 7 wegen der Fortlassung der unendlich kleinen Größen höherer Ord- 
nung die ursprünglichen Spannungen des ebenen Problems zu setzen sind. 

Für diese Gleichung sind nun die durch die unendlich kleine Verschiebung u, v, ww ent- 
stehenden, unendlich kleinen Zusatzdehnungen und Gleitungen &,;, &, und y zu berechnen wie 
folet: Das l.ängenelement in Richtung der x-Achse ist bis auf Größen zweiter Ordnung ge- 
oeben durch: 


Or 2 LOx 
und entsprechend auch für die y-Achse. Die gleichzeitig entstehende Winkeländerung 
ergibt sich aus der Winkelberechnung der mit der Plattenverschiebung mitgehenden x- 
und „Achse zu: 
Ow 
cos (X y) = COS + COS COS + 608 — + 
Oy Oy 

Es werden also die wirklichen, zusätzlichen Dehnungen und Gleitungen, die einem 

Verschiebungszustand x. v, entsprechen: 
Ou 1 I (Ow\? 0 Ow 

In Gl. (1) treten nun in der äußeren Arbeit A, und in dem ersten Integral der 
rechten Seite alle drei Verschiebungen x, v, w und deren Äbleitungen scheinbar vcenein- 
ander unabhängige auf. Man kann nun aber alle Ausdrücke, die « und » enthalten, fort- 
schaffen und eine sehr vereinlachte Gleiehung, eben die Brvansche erhalten, wenn man 
ein zweites, fingiertes llilfssystem in folgender Weise benutzt: 

Das Hılfssvstem sei eine eben bleibende, mit der vorgelegten gleiche Platte, welche 
die nur gedachten Dehnungen und Gleitungen und und die zugehörigen, 

mit den wirklichen übereinstimmenden Randverschiebungen « und v erfährt. Für dieses 
System muß ebenfalls die Arbeitsgleichheit zwischen äußerer und innerer Arbeit gelten 


in der Beziehung: 
| ou Ov ou IV 
A, = dF\oe, + 6, 


Zieht man diese llilfsgleichung von der wirklichen Arbeitsgleichung (1) ab, so er- 
gibt sich die Bryansche Gleichung in der Form: 


dF ) T 
| | > (5, (3, 


. 


| 
| 
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Bryan und Timoschenko nehmen in ihrer Ableitung das erste Integral der 
linken Seite von (2) von vornherein ohne Begründung als Zusatzarbeit der Längs- 
spannungen bei einer ebenfalls ohne Begründung als verzerrungsfrei bzw. rein normal ausge- 
rechneten Auswölbung, bei der dann aber doch (=) und als Deh- 

2 Or Oy 
nungs- und Gleitungswege der Längsspannungen o,, 0, und 7 benutzt werden. 

Von der eigentlichen Ursache der Knickung, nämlich der äußeren Arbeit der 
Rkand- und Volumenkräfte, wird bei ihrer Ableitung überhaupt nicht gesprochen, so daß 
es auch nicht klar wird, ob die Gl. (2) nur für Randkräfte oder auch für Volumenkräfte 
gelten soll. Es ist sehr merkwürdig, daß bei dieser Art der Ableitung doch ein richtiges 
Endergebnis herausgekommen ist. 

Die hier gegebene Ableitung zeigt, daß die Bedingung (2) bei beliebigen äußeren 
Rand- und Volumenkräften gültig ist. 

2. Wesentlich für die Ausnutzung dieser Brvanschen Bedingung ist nun eine daran 
schließende Maximumbedingung, welche Bryan und Timoschenko nicht recht deutlich 
formuliert haben, nämlich etwa die folgende: 

Es soll bei gegebenen Längsspannungen ©, 6, und 7 diejenige Wölbungsfunktion 
w— (x, y) angegeben werden, welche einem Maximalwert der Biegungssteifigkeit N 
der Platte entspricht, also: 


Der von Timoschenko eingeschlagene Wee besteht nun darin, für ww eine endliche Reihe 
von Funktionen zu setzen, dıe der erwarteten Wölbungsiorm etwa entsprechen, und deren 
Reihenkoeifizienten durch eine gewöhnliche Maximumbetrachtung so zu bestimmen, daß 
N ein Maximum wird, wobei nach dem Vorgange von Ritz bei einem analogen Problem 
vorausgesetzt wird, daß dieses Verfahren genügend gut konvergiert. 

Andererseits muß aber die konsequente Durchführung des Variationsproblem zu 
der Differentialgleichung des Problems und zu dessen Grenzbedingungen führen, d.h., zu 
der Differentialgleichung der Plattenkniekung. Eine solche, bisher nur für die Knickung 
des Stabes von Timoschenko angegebene Rechnung liefert in der Tat bei fehlenden 
Volumenkräften (Eigengewicht) die bekannte Difierentisalgleichung der Knickung und 
zeigt, wie diese Differentialgleichung für Volumenkräfte erweitert werden muß. Es er- 
gibt sich also dabei eine neue Differentialgleichung z. B. für den wichtigen Fall einer 
senkrechten, schweren, auf Knicken beanspruchten Wand. 

Es ist die erste Variation zum Verschwinden zu bringen; d.h. wenn Js und J, 
Zähler und Nenner der Gl. (3) bedeuten: 

= Js — Ö Jı) — Ja N 
Jı 
und es entsteht bei der Darchführung der Rechnung, indem durch partielle Integration 
alles auf den Faktor gebracht wird, die Differentialgleichung des Problems: 


N = 


Die bekannte Differentialgleichung der Knickung bei Abwesenheit von Volumenkräften 
N(A4 Aw) — — 0,— „ =|( (4a), 
y? 


welche in der Tat dann und nur dann aus der darüber stehenden abgeleitet werden 


kann, wenn die Volumenkräfte fehlen und man die Gleichgewichtsbedingungen 
I) Gr OT 


beachtet. 

Das Energiekriterium liefert also in zwei Beziehungen mehr als die bisher bekannte 
Difterentialgleichung. Erstens erlaubt es durch eine Reihe von Minimalfolgen von end- 
lichen Reihen die angenäherte Bestimmung der Wölbungsform und Knicksteifigkeit N, 
zweitens liefert es die bisher nicht bekannte und auf andere Weise schwierig abzuleitende 


Differentialgleichung auch bei Anwesenheit von \Volumenkräften. 
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Die obige Form der Variation erscheint als isoperimetrisches Problem, durch welches 
wohl der Ritzsche Beweis für die Zulässigkeit und Konvergenz seiner Koeffizienten- 
methode und übrigens auch dessen Courantsche Verbesserung ') auch auf das vorliegende 
Problem ausgedehnt werden kann. Dieses isoperimetrische Problem könnte so ausge- 
sprochen werden: Es soll diejenige Wölbungsform w (xy) angegeben werden, welche die 
Arbeit Ay — '/a./, zu einem Maximum macht, mit der Nebenbedingung, daß die Biegungs- 


N 
arbeit Aı =  .ı einen vorgeschriebenen Wert hat. 


Dje Bryansche Bedingung (3) ist offenbar auch für veränderliche Wandstärke, 
d. h. für veränderliches N sofort zu verwenden, wenn man die Biegungssteifigkeit N 
nicht mehr vor, sondern unter das zugehörige Integralzeichen setzt; nur muß man darauf 
achten, daß auch die Spannungen 6,, 0, und 7 des ebenen Grundproblems unter der 
Voraussetzung der veränderlichen Wandstärke bestimmt werden. 

Dagegen ist die Erweiterung der Methode des Energiekriteriums auf gewölbte 
Schalen deswegen nicht so einfach zu formulieren, weil die Ausrechnung der Dehnungen 
und Gleitungen, die eine Auswölbung begleiten, bis zu den kleinen Größen zweiter UOrd- 
nunpe und ihr Zusammenhang mit den Arbeitswegen der äußeren Kräfte erheblich ver- 
wickelter. 

Fiir die ebene Platte findet man eine Reihe von wichtigen Fällen bei Bryan und 
Timoschenko behandelt, wobei es immer darauf hinaus kommt, entweder ein parti- 
kuläres Integral von (4a) oder — wenn ein solches nicht bekannt ist — eine möglichst 
wahrscheinliche Form der Wölbungsfläche für w = w (&, y) einzuführen. 

Man sollte die oben beschriebene Methode aber auch in Zukunft für die vielen 
noch ungelösten Stabilitätsprobleme des neuzeitlichen Maschinen- und Bauwesens frucht- 
bar machen. 975 


3. Die Energiegrenze der Elastizität (Plastizitätsbedingung). 
Von FERD. SCHLEICHER in Karlsruhe. 


Die Frage, welche Umstände bedingen bei einem bertimmten, bekannten Spannungs- 
zustande das Erreichen der Elastizitäts- bezw. der Fließgrenze, kann auch heute noch 
nicht eindeutig beantwortet werden, trotz der vielen Versuche, die schon zu ihrer Klärung 
unternommen wurden. 

Das folgende ist auf solche homogene Stoffe beschränkt, für die das Hookesche 
Gesetz bis zur Elastizitätgrenze gilt und auf Verzerrungszustände, die unterhalb der 
Flastizitätsgrenze bleiben. Lokale Verfestigung infolge einer früheren Ueberschreitung 
der Fließgrenze sei also ausgeschlossen. Sodann ist die Beurteilung der Beanspruchung 
bei einem einachsigen Spannungszustande auf die einfachste Weise möglich, da man den 
berechneten Spannungswert ohne weiteres mit den im Zug- bezw. Druckversuch fest- 
gestellten Werten der Fließgrenzspannung vergleichen kann. Die verschiedenen Hypothesen 
für die Beurteilung allgemeiner, dreiachsiger Spannungszustände sind bekannt. Eine 
kritische Untersuchung der bisher bekannten Hypothesen über die Elastizitäts- bezw. Fließ- 
geiahr zeigt, daß diese Hypothesen zum Teil in grobem Widerspruch mit der Erfahrung 
stehen, zum Teil noch ungenügend mit letzterer übereinstimmen. 

Eine Uebereinstimmung mit den bisher vorliegenden Versuchsergebnissen wird 
erreicht, wenn man die Hvpothese der Energiegrenze der Elastizität in folgender 
Form aussprieht: 

»Das Maß für die Höhe der Beanspruchung ist die gesamte in der Raum- 
einheit aufgespeicherte Formänderungsarbeit A. Die Vergleichsspannung mit 


der Grenzspannung or im Zug- bezw. Druckversuch ist durch u = V2 EA gegeben. 
Die der Fließgrenze entsprechende Vergleichsspannung or hat jedoch erfahrungs- 
gemäß keinen füralleSpannungszustände konstanten Wert, sondern ist eine Funktion 
der mittleren Normalspannung p = !/s (6, + 0,-+-6,) oder was auf das gleiche 
herauskommt, der bezogenen Volumdehnung = &, 
Die Parameter p und e sind bekanntlich Invarianten des Spannungs- bezw. des Ver- 
zerrungstensors. Die Funktion 0,(p) ist, ähnlich wie bei der Mohrschen Hypothese die 
Umhüllangskurve der Spannungskreise, für jedes Material durch Versuche zu bestimmen. 


') Siehe z. B. Differential- und Integralgleiehunzen der Phys., herausgeg. von R. v. Mises, 
Verlax Vieweg, 1925. Bd.I, S 676 (Artikel Courant). 
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Ein Vergleich dieser Hypothese mit den Versuchswerten von v. Kärmiän, Böker, 
Guest, Lode, ergibt scharf ausgeprägte Gesetzmäßigkeit für die Funktionen 0, — 6, (p)'). 
Nach der neuen Hypothese ist im allgemeinen für Werte p > Pmax Oder P < Pain 
kein Spannungszustand mit rein elastischen Verzerrungen möglich. Für das 
Intervall Pmin <p < Pmax Sind die Verzerrungen nur dann elastischer Art, wenn noch 


die Bedingung V2 EA<o0.(p) erfüllt ist. Die p, 0.-Ebene zerfällt somit in zwei Bereiche: 
in einen Bereich der elastischen und in einen der unelastischen Formänderungen. Die 
Beanspruchung durch einen allseitigen gleichen Druck 6, — 0, — 0. = Pin ist als ein 
kritischer Zustand anzusehen, da schon sehr kleine Abweichungen vom Gleichgewichts- 
zustand ein Fließen des Materials zur Folge haben. 

In der Haighschen Darstellung ist der Inhalt der neuen Hypothese folgender: Alle 
Spannungszustände, die unterhalb der Elastizitätsgrenze bleiben, entsprechen Punkten 
(die Hauptspannungen des Spannungszustandes als kartes. Koordinaten aufgefaßt), welche 
im Inneren einer Rotationsfläche liegen, deren Meridiankurve je nach der Funktion 0,(p) 
verschieden ist. Schließt man unendlich große Spannungen aus, so ist die Grenzfläche 
geschlossen, entsprechend der nur im Intervalle Panin <P < Pınax existierenden Funktion 0,(p). 
Alle die Spannungszustände mit der gleichen mittleren Spannung p entsprechen 
Purkten, die einen Breitekreis der Grenzfläche erfüllen. Kann man die Funktion 0, (p) 
im ganzen Intervalle von p durch eine lineare Funktion von ? darstellen, so ist die Grenz- 
fläche ein Rotationsellipsoid, dessen Mittelpunkt jedoch i. A. nicht in der Ebene y = o 
liegt. Gleiches gilt unter gewissen Einschränkungen für parabolische Gesetze 0, (p). 

Die vorgeschlagene neue Hypothese der Energiegrenze der Elastizität gibt die bis 
heute vorliegenden Versuchsergebnisse besser wieder als die älteren Hypothesen. Auch 
in jenen Fällen, da z. B. die Muhrsche Hypothese versagt, insofern sie den Einfluß der 
Höhe der mittleren Normalspannungen nicht erklärt, ergeben sich keinerlei Schwierigkeiten. 
Der neuen Hypothese sind alle Vorzüge des Beltramischen Vorschlags eigen. Ein 
besonderer Vorzug ist es wohl, daß die Schwierigkeiten bei Baustoffen mit verschiedenen 
Fließgrenzspannungen für einachsigen Zug und für einachsigen Druck, die bei vielen 
der älteren Hypothesen auftraten, ganz wegfallen, da sich der l[ebergang zwischen den 
beiden Größen ganz von selbst und stetig mit veränderlichen p vollzieht. Ob bei 
größerer Ueberschreitung der Fließgrenze. Trennungsbruch oder Gleitungsbruch eintritt, 
scheint für die Anwendung der Hypothese bedeutungslos zu sein und eine Bruchhypothese 
soll sie nicht sein. 

Der ungefähre Verlauf der Funktion 0,(p) für ' 

Marmor und Eisen ist aus Abb. 1ı zu ersehen und 
zwar entspricht die mit M bezeichnete Kurve Marmor 
und die Kurve E Eisen. Die beiden Kuryen M und F 
sind wohl als typisch für spröde Stoffe bzw. jür 
dehnbare Metalle anzusprechen. Bei dehnbaren Me- 
tallen wird es sich, solange keine weiteren dies- 


bezüglichen Versuche vorliegen, für den praktischen X. 
Gebrauch der Hypothese zur Beurteilung der Bean- Zug Druck 


spruchung empfehlen, 0,(p) = 0,(o), d.h. konstant an- Abb. 1. 

zunehmen, wobei man auf der sicheren Seite bliebe, 

da für dehnbare Metalle bei oder in der Nähe von p=o ein Kleinstwert von 0,(p) ein- 
zutreten scheint. Für spröde Materialien, vor allem bei Gesteinen, ist diese Vereinfachung 
nicht zulässig, da die Vergleicbsspannungen 6,(p) im Zuggebiete (p > o) im allgemeinen 
sehr viel kleiner sind als 0, (0). 582 


4. Über eine Methode zur angenäherten numerischen Lösung des 
zweiten Randwertproblems der harmonischen Differentialgleichung. 
Von FRANZ WOLF in Danzig. 


Zur angenäherten numerischen Lösung von Randwertaufgaben ersetzt man in letzter 
Zeit vielfach Difierentialgleichungen durch Differenzengleichungen und erreicht dadurch die 
Bestimmung einer diskreten Anzahl von Näherungswerten der gesuchten Funktion in einem 
Bereich aus vorgegebenen Randbedingungen. Die Laplacesche Gleichung 5; ty 0 
I) Nähere Mitteilungen darüber sind in einem ausführlichen Aufsatze des Verf. zu finden, der in 
einem der nächsten Hefte dieser Zeitschrift erscheinen wird. 
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geht dabei über in eine lineare Gleichung, die, gleich zweckmäßig geordnet, folgende 
l’orm hat: 
"ke 

an einer Stelle z, y soll hiernach also immer das arithmetische Mittel von vier in den 
Achsenrichtungen im Abstand Eins benachbart gelegenen Werten sein. Zur Lösung der 
ersten Randwertaufgabe, wo im Innnern eines Bereichs die harmonische Funktion w 
gesucht wird, die auf dem Rand vorgegebene Werte annimmt, verwendet man diese 
l,aplacesche Ditferenzengleichung folgendermaßen: Man zeichnet in den Bereich ein Netz 
von quadratischen Maschen von der Seitenlänge Eins ein, dessen Gitterpunkte außen mit 
dem Rand zusammenfallen sollen, und schreibt diesen Randgitterpunkten die in der Aufgabe 
vorgegebenen Werte bei. Dann braucht man nur der Reihe nach für jeden inneren 
Gitterpunkt die obige Laplacesche Diiferenzengleichung anzusetzen, indem man x und y 
die entsprechenden Werte erteilt, und erhält so ein System von ebensovielen linearen 
Gleichungen, als innere Funktionswerte auf den Gitterpunkten gesucht sind. Dies hat 
man aufzulösen, um sofort eine Anzahl von Näherungswerten für das gegebene Problem 
zu bekommen. 

Wegen der Schwierigkeiten, die sich der praktischen Auflösung größerer Gleichungs- 
systeme entgegenstellen, läßt dieses Verfabren allerdings nur eine sehr grobe Unterteilung 
des Bereichs zu. Bedeutend weiter führt hierin eine 1918 von Herrn Liebmann ge- 
iundene Methode, die die strenge Auflösung des Systems umgeht und die gesuchten 
Funktionswerte auf einem sehr bequem zu handhabenden Weg der successiven Approximation 
gewinnt. Herr Liebmann schreibt dabei nicht nur den Randpunkten die vorgegebenen 
Werte, sondern gleichzeitig allen inneren Gitterpunkten möglichst günstig zu wählende 
Rohwerte zu, die er dann mittels derLaplaceschen Differenzengleichung dadurch verbessert, 
daß er alle Innenwerte, von außen nach innen fortschreitend, der Reihe nach durch das 
arithmetische Mittel der Nachbarn ersetzt. Nach Beendigung dieses Verfahrens braucht 
natürlich zunächst kein Wert, der schließlich dastebt, das ariıhmetische Mittel seiner Nachbarn 
zu sein. Denn man hat ja während des Weiterrechnens auch die Na:hbarn wieder 
abgeändert. Fihrt man aber dasselbe Verfahren immer und immer wieder durch, so 
wirken die richtigen Randwerte bei der ständigen Mittelbildung allmählich so auf das 
Innere ein, daß die Innenwerte doch schließlich alle die Forderung der Laplaceschen 
Ditferenzengleichung erfüllen. Der Beweis dieser Konvergenz gegen die strengen Lösungen 
des linearen Gleichungssvstems ist erbracht für Bereiche, deren Rand mit der Gitter- 
einteilung zusammenfallen muß, und die nur endlich viele Gitterpunkte enthalten dürfen. 
Sonst aber können sie von ganz beliebiger Gestalt sein. Wir setzen im folgenden dieses 
Verfahren als bekannt voraus. 

Die zweite Randwertauigabe erfordert die Bestimmung einer harmonischen 
Funktion ww im Innern eines Bereichs dann, wenn statt der Funktion selbst auf dem Rand 


die Ableitung nach der nach innen gerichteten Normalen vorgegeben ist. Dabei muß 


das über den Rand erstreckte Integral ® .. ds 0 sein. Zur angenäherten Lösung dieser 
Cn 
Aufgabe benutzen wir wieder die Laplacesche Differenzengleichung und überdecken den 
Bereich daher in der gleichen Weise wie früher mit einem quadratischen Netz von Gitter- 
punkten mit der Maschenweite Eins. Ferner ersetzen wir die Ableitung | längs des 
em 
handes durch «den jeweiligen Unterschied d zwischen einem Wert ww des ersten inneren 
Ringes von Gitterpunkten und dem ihm benachbarten Wert r auf dem Rand, also durch 
d=w — r. Diese Größe heiße Steigung. Dann ist die Aufgabe, aus einem System von 
vorgegebenen Steigungen d eine Funktion © zu berechnen, die im Innern der Laplaceschen 
Diiferenzengleichung genügt, eine harmonische Gitterfunktion, wie wir sagen, und die 
längs des Randes die gegebenen Steigungen d annimmt. :v ist dadurch genau wie im 
Falle der Differentialgleichung nur bis auf eine Konstante bestimmt. Die oben für die 

Ableitung _ n angegebene Integralbedingung geht für die Steigungen über in die Forderung, 
daß die Summe aller vorgegebenen (, also X d= 0 sein muß. Wir beschränken uns im 
weiteren der Kürze wegen auf Bereiche, deren Umrandung keine einspringenden Ecken 
hat, d.h. auf Rechtecke. Für den aligemeinen Fall von Gitterbereichen mit einspringenden 
Ecken würde die Betrachtung etwas umständlicher. Durchführen läßt sie sich aber auch 
dann ohne Schwierigkeit. 
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Die Approximation der gesuchten Fanktion mit den vorgegebenen Steigungen d 
geschieht nun so: Man schreibt zunächst allen Randpunkten irgendwelche Rohwerte ro zu 
und berechnet hierzu durch Lösung der ersten Randwertaufgabe mittels des Liebmannschen 
Verfahrens diejenige harmonische Gitterfunktion «o im Innern, die die »„» zu Rındwerten 
hat. Die Steigungen dieser Funktion sind dann dy, = wy — r,, wenn diese beiden letzten 
Größen je zwei benachbarte Werte auf dem ersten Innenring und auf dem Rand bedeuten. 
Da die d, wohl im allgemeinen durchaus nicht mit den in der Aufgabe geforderten d 
übereinstimmen, so hat man nun folgenden ersten Schritt der Annäherung durchzufünren: 
Man nimmt alle bisherigen Randwerte r, weg und setzt an ihre Stelle bessere Werte 
rı, dıe dadurch gebildet werden, daß man von jedem Funktionswert des ersten lonenrings 
aus mittels der an der betreffenden Stelle geforderten Steigung d den Randwert extrapolıert. 
Man erhält so d'ıe neuen Werte 7 = wo — d; w, bedeutet dabei jeweils einen Wert des 
ersten Innenrings. Zu diesen neuen r, als Randwerten ist dann wieder die erste Rand- 
wertaufgabe nach der Liebmannschen Methode zu lösen. wodurch im Innern die Werte 
w; einer neuen harmonischen Gitterfunktion entstehen. Ihre Steigungen längs des Randes 
haben jetzt dıe Größe dı =wı — rı, wo w, und rı wieder Nachbarwerte auf dem er-ten 
Ionenring und dem Raud bedeuten sollen. Der zweite Schritt der Annäherung geschieht 
auf die gleiche Weise. Die Randwerte r, werden ersetzt durch neue, 7,3 = wı — d. Unter 
wı ist dabei immer ein Wert des vorigen Schrittes auf dem ersten Innenring und uuter 
d die jeweils an der betreffenden Stelle geforderte Steigung zu verstehen. Mit den r, als 
Randwerten führt man dann wieder die erste Randwertaufgabe durch, was zu den Innen- 
werten s führt, und es entstehen für die neue harmonische Gitterfunktion 73, ws, in 
analoger Weise die Steigungen da = ws — ra.: 

Allgemein werden beim »-ten Schritt der Annäherung neue Randwerte r, aus den 
wy—ı des ersten Innenrings durch Extrapolatation mittels der geforderten Steigungen d 
berechnet, sodaß also wird: r,—= wy,-ı — d. Zweitens werden zu diesen r, als Randwerten 
durch das Liebmannsche Verfahren die Innenwerte w, einer neuen harmonischen Gitter- 
funktion berechnet, und die neuen Steigungen zwischen Rand und erstem Innenring sind 
d, = w, — r,. Man sieht, das Verfahren ist dann beendet, wenn die d, längs des ganzen 
Randes mit den vorgegebenen d bis auf irgend eine anfänglich festzusetzende Genauigkeit 
übereinstimmen. Die Anzahl der hierzu notwendigen Schritte der Annäherung hängt 
ganz wesentlich ab von einer möglichst sorgfältigen Wahl der ersten Randwerte »,, worauf 
der Rechner sebr zu achten hat, wenn das Verfahren rasch konvergieren soll. Die 
praktischen Rechenschwierigkeiten, die das Verfahren wegen der Aufeinanderfolge zahl- 
reicher erster Randwertaufgaben enthälr, sind übrigens wesentlich kleiner, als man zuerst 
meint. Die Nährungsfunktionen r, , w, der einzelnen Schritte unterstheiden sich nämlich 
nur sehr wenig voneinander, sodaß man von einem zum folgenden Schritt oft viele Zahlen 
einfach ohne Rechnung übernehmen kann. 

Wegen eines Konvergenzbeweises und aller sonstigen Einzelheiten, Genauigkeits- 
untersuchungen und Literaturangaben sei auf die demnächst in dieser Zeitschrift erscheinende 
Veröffentlichung hingewiesen. 576 


5. Anwendung der konformen Abbildung 
auf die Berechnung von Strömungen ın Kreiselrädern. 


(Erste und zweite Randwertaufgaben.) 
Von W, SPANNHAKE in Karlsruhe i.B. 


1. Stellung der Aufgabe. Behandelt wird das (ebene) Problem einer parallel- 
kränzigen Kreiselpumpe mit zylindrischen Schaufeln. Um einen möglichst allgemeinen 
Fall zu betrachten, wird in der Achse nicht nur eine einfache Quelle von der Stärke 5, 
sondern auch ein Wirbel von der Stärke /\ angenommen. Dabei wird durch den Wirbel 
die Wirkung eines Leitapparates auf die Strömung ersetzt, der die Richtung der Zu- 
strömung zum Rade vorschreibt. Untersucht wird die Absolutströmung, die, als eine aus 
der Ruhe unter dem Einfluß der Schwerkraft entstandene Strömung, eine Potential- 
strömung ist. 


2. Die Randbedingungen der Strömung. -Das Geschwindigkeitsfeld der Ab- 
solutströmung wird in einen Anteil a: Durchfluß-Strömung und in einen Anteil b: 
Verdrängungs-Strömung zerlegt. 
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a) Die Durchiluß-Stömung rübrt von der Wirbelquelle in der Turbinenachse her 
und erfolgt so, als ob das Rad still stände. Die Radschaufeln sind Stromlinien. Um 
jede Schaufel besteht eine Zirkulation /, und um das ganze Rad herum infolgedessen 
eine Zirkulation 7, I -+X*7/,. Das Unendlichferne ist daher eine Wirbelsenke, deren 
Senkstärke gleich der Quellstärke der Wirbelquelle in der Turbinenachse ist, während 
ihre Wirbelstärke von derjenigen in der Turbinenachse verschieden ist und zwar um den 

\ 
Betrag I /,. Das Moment des Kreiselrades ist dann: M = = worin @ die in 
220 
der Zeiteinheit durch das Rad strömende Wassermenge ist. Die Bestimmung der 
Durchfluß-Strömung ist im Sinne der Potentialtheorie eine erste Rand- 
wertaufgabe. 

b) Die Verdrängungsströmung rührt von der Rotation des Schaufelsystems her 
und besitzt an den Schauieln selbst nicht nur tangentiale, sondern auch normale 
Komponenten, die an jedem Punkt mit der Komponente der Geschwind'gkeit des Schaufel- 
elementes normal zu diesem selbst übereinstimmen. Aus der Kenntnis dieser Normal- 
komponenten ist dieser Strömungsanteil zu berechnen und zwar so, daß seine Geschwin- 
diekeiien im Unendlichen verschwinden. Die Bestimmung der Verdrängungs- 
Strömung ist im Sinne der Potentialtheorie eine zweite Randwertauigabe. 

ce) Jeder der beiden Anteile liefert im allgemeinen an beiden Enden jeder Schaufel 
unendlich große Geschwindigkeiten. Bei ihrer Uebereinanderlagerung aber kann dieser 
Umstand dadurch beseitigt werden, daß von den drei Konstanten der Darchfluß-Stiömung $, 
I, und /\, bezw. X /, eine willkürlich gewählt, die beiden anderen aber so bestimmt 
werden, daß im Zusammenwirken mit der Verdrängungsströmung die Geschwindigkeiten 
an beiden Enden jeder Schaufel endlich bleiben. (Stoßfreier Eintritt nach der Aus- 
drucksweise der Turbinentheorie und relativ tangentiales Abströmen von den Radschaufeln.) 
Natürlich kann man auch zwei Konstanten willkürlich wählen; dann verzichtet man auf 
stoßfreien Eintritt und kann nur die Geschwindigkeit beim Abströmen von den Schaufeln 
endlich machen. Diese verschiedenen Fälle haben ihre genauen Analogien in der nor- 
malen 'Turbinentheorie. 

3. Die konforme Abbildung des Schaufelrades auf einen Kreis. Durch 
die Funktion © — w" werden die n-Sehaufeln in der w-Ebene auf eine einzige in der 
Ö-Ebene abgebildet. Durch eine weitere Abbildung f(z) kann die Kontur dieser 
Schaufel auf den Umfang eines Kreises in der z-Ebene abgebildet werden, so daß der 
Außenraum der Schaufel Außenraum des Kreises wird. Die Funktion f(z) muß so be- 
schaffen sein, daß sich das Unendlichferne in der [- und z Ebene entsprechen, im Außen- 
raum des Kreises keine Singularitäten anitreten, auf dem Kreis jedoch mindestens ein 
Punkt Windungspunkt wird. Dieser Punkt muß demjenigen Endpunkt der Schaufel ent- 
sprechen, von dem die Flüssigkeit abströmt. Ein zweiter Windungspunkt muß auf dem 
Kreis liegen, wenn auch das Ende der Schaufel, gegen das die Flüssigkeit anströmt, eine 
Spitze darstellt und wenn auch an diesem Ende endliche Geschwindigkeit verlangt wird. 
Eine solehe Funktion kann in sehr vielen Fällen in geschlossener Form, jedenfalls aber 
in Form der nachstehenden Reihe gewonnen werden: 


A 
N Agret)' 
Dabei ist » — ge” der Mittelpunkt des Bildkreises in der z- Ebene. 


4. Ermittlung der Durchfluß-$trömang mit Zirkulation um die $chaufeln. 
In der -Ebene kann das komplexe Potential für eine Wirbelquelle im Nullpunkt, deren 
Strömurg einen außerhalb des Nullpunktes liegenden Kreis umfließt, wobei ihr eine 
Zirkulation um diesen Kreis aufgeprägt ist, leicht angegeben werden. Man braucht dazu 
nur die Wirbelquelle im Nullpunkt und die unendlich ferne Wirbelsenke am Kreise zu 
spiegeln und die Zirkulation um den letzteren zu überlagern. Damit erhält man die 
Durchfluß Strömung in der z-Ebene in dem Ausdruck 


Fı=(s —im)lg:+(s+im)lg (? + — (s+im+c))lg (2 — Age) 


Durch die oben angegebenen Transformationen kann dieser Ausdruck in einen für die 
ı-Epene gültigen verwandelt werden, der damit die entsprechende Strömung um die 
n-Schaufeln darstellt. Dies braucht aber nicht für alle zu beantwortenden Fragen wirk- 
lich ausgeführt zu werden. 
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5. Ermittlung der Verdrängungsströmung. Nennt man die Normal- und | 
Tangentialkomponente der Geschwindigkeit an den Schaufeln in der w-Ebene v, und », 
diejenigen am Kreise in der z-Ebene c„ und c, und faßt man die Transformation der w- 
auf die z-Ebene in der Gleichung w = (z) zusammen, so ergibt sich für zusammen- 
gehörige Punkte einfach: 

dz dz 
dw 


wo | _ der Absolutwert der Ableitung der Abbildungsfunktion ist. Dies folgt aus den 


Eigenschaften der konformen Abbildung. An Hand der ersten dieser beiden Gleichungen 
kann man eine c„-Verteilung auf der Kreisperipherie errechnen, die nach Vornahme der 
Transformation w — g(z) die richtige v,-Verteilung an den Schaufeln liefert. Andererseits 
aber läßt sich das komplexe Potential der Verdrängungsströmung bezw. die von ihr her- 
rührende Geschwindigkeit in der Ebene in Form der nachstehenden Reihen ansetzen: 


.) . . (6 


= k: 


| — Age”) dz 


Setzt man in der letzteren die Kreisgleichung z=g «&?”+e*) ein und ersetzt 


dz 


durch (ec, — ic.)e”'?, so ergibt sich nach Trennen von Reellem und Imaginärem: 
Damit ist c„ als Fouriersche Reihe dargestellt. Man hat nun die nach Gl. (3) errechnete 
C„Verteilung ebenfalls in eine Fouriersche Reihe zu entwickeln und findet dann durch 
Vergleich die Koeffizienten des Ansatzes 5. 
Es sei bemerkt, daß das geschilderte Verfahren ganz allgemein bei ebenen Problemen 
den Weg zur Lösung zweiter Rardwertaufgaben für die Diiferentialgleichung Ay — 0 
bietet, und zwar für alle Berandungen, die sich auf den Kreis abbilden lassen. Daß die 
Lösung eindeutig ist, ist bekannt. 


r 


6. Uebereinanderlagerung der Durchfluß- und Verdrängungs-$Strömung. 
Das komplexe Potential für die gesammte Absolutströmung lautet nun in der z-Ebene 
F=Fı-+F,. Difierentiation liefert 


s—im s+im s+ + 0: + 


dz 2 2 I 


1 w—ghe: 1 —hgqge a) 
+ 


Dieser Ausdruck muß für diejenigen Kreispunkte, die Windungspunkte sind, also den 
Schaufelenden entsprechen, zu Null werden, damit nach Multiplikation mit der Ableitung 
der Abbildungsfunktion die Geschwindigkeiten an den Schaufelenden in der © Ebene 
endlich bleiben. Dies liefert die Gleichungen zur Bes'immung von einer oder zweier 
der Konstanten S, 7, und /‘, entsprechend den Auslührungen in Absatz 2e. 


7. Ergebnisse. Damit ist das komplexe Strömungspotential der Absolutströmung 
durch das rotierende Kreiselrad hindurch vollständizr bestimmt. Aus ihm kann die in 
erster Linie interessierende Leistungsaufnahme des Kreiselrades (d. h. die Konstante ce für 
die z-Ebene bezw. n ce für die w-Ebene) berechnet werden. c und damit auch m ergibt 
sich bei gegebener Schaufelform (die auch durch das Radienverhältnis mit bestimmt ist) 
als abhängig von der Schaufelzahl. Daß auch m von der Schaufelzahl abhängt, be- 
deutet, daß ein Leitapparat für stoßfreien Gang je nach der Schaufelzahl des rotierender ' 
Rades verschieden be-chaufelt werden müßte. Hierin liegt ein Analogon zu der in den 
Strömungslehre bekannten »Ueberkrümmung« einer Kontur bei glattem Anströmen aus \ 
einer gegebenen Richtung. Ueber diese beiden Ergebnisse hinaus kann das Gesamtbild 
der Geschwindigkeitsverteilung errechnet werden und zwar zunächst das Absolutbild, 
durch Hinzufügen von — rw aber auch das Relativbild. Hierbei ergeben sich unter Um- 
ständen Singularitäten im Schaufelraum (Strömungsumkehr). 

Durchgeführt ist die Rechnung ') bereits für den einfachsten Fall einer Kreiselpumpe y 
mit rein radialen Schaufeln mit beliebigem Radienverhältnis unter Benutzung der 'T'rans- 


I) Siehe Festschrift anläßlich des 100 jährigen Bestehens der Technischen Hochschule Friderieiana . 
zu Karlsruhe. 1 
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formation (2 welche einen Kreis auf eine durch den Nullpunkt 


gehende gerade Linie abbildet, und der nachfolgenden Transformation {= w". Ganz 
ähnlich lassen sich einige speziell gekriimmte Schaufeln behandeln, durch Transformationen, 
die den Kreis auf gerade Linien oder Kreisbögen, die am Nullpunkt vorbeigehen, ab- 
bilden. In Arbeit ist die Untersuchung eines Schaufelrades mit ganz allgemein ge- 
krümmten Schaufeln unter Benutzung der Königschen Abbildung eines Gitters auf die 
positive Halbachse. (Vergl. Zeitschrift für angewandte Mathematik u. Mechanik, Bd. 2, 
Jahrg. 1922, Heft 6). Naen der gleichen Methode kann selbstverständlich eine parallel- 
kränzige Turbine behandelt werden; dabei wird das Unendlichferne Wirbelquelle und die 
Achse Wiırbelsenke. 584 


6. Grenzen der Übertragbarkeit der Versuchsergebnisse 
und Modellähnlichkeit bei praktischen Flußbauversuchen. 


Von H. KREY in Berlin. 


Die wasserbaulichen Modellversuchsanstalten, soweit sie nicht lediglich Lehrzwecken 
der Hochschulen oder der reinen wissenschaftlichen Forschung dienen, wie beispielsweise 
bei der Nachprüfung eines einzelnen theoretisch ermittelten Gesetzes, haben die Aufgabe, 
durch den Versuch im Kleinen die Wirkungsweise der geplanten Bauten festzustellen 
und die günstigsten Bauweisen zu ermitteln. Dazu ist es erforderlich, daß das Modell 
der Wirklichkeit geometrisch vollkommen ähnlich ist und daß die Wasserbewegung bei 
beiden mechanisch ähnlich ist, so daß man maßstäblich von dem Modell auf die Wirk- 
lichkeit schließen kann. 

Mechanische Aehnlichkeit ist nun leider unter sehr verschiedenen Verhältnissen zu 
erwarten, je nachdem neben den Trägheitskräften nur Schwerkräfte oder anderseits nur 
Reibungskräilte vorbanden oder maßgebend sind 

Im ersteren Fall ist meehanische Aehnlichkeit (Froudesche Modellähnlichkeit) dann 
vorhanden, wenn 

die Bezugszahl Pr oder rd. der Bezugswert 
9 


für Modell und Natur gleich ist, das heißt, wenn die entsprechenden Geschwindigkeiten 


sich wie die Wurzel aus dem Modellmaßstabe }, also wie VA verhalten. Für die Ueber- 
tragung der Versuchsergebnisse auf die Natur ergeben sich die Maßstäbe: der Abmessungen 
(Druckhöhen, Wellenhöhen) — A, der Kräfte — 2°, der Zeiten und Geschwindigkeiten = VA, der 
Wassermengen 4", 

Im zweiten Falle ist mechanische Aehnlichkeit (Reynoidssche Modellähnlichkeit) 
dann vorhanden, wenn 


die Kennzahl!) oder rd. der Kennwert 


für beide Ausführungen gleich ist, d.h. wenn die entsprechenden Geschwindigkeiten sich 
umgekehrt wie die Abmessungen verhalten. Für die Uebertragung der Versuchsergebnisse 
auf die Natur ergeben sich dann dic Maßstäbe: der Abmessungen —4, der Zeiten = 4°, 


der Geschwindigkeiten — rs) der Druckhöhen = FEL der Kräfte = 1. 


Für praktische Wasserbau- und Schiffbauversuche kann diese letztere Modellähnlichkeit 
meist nicht eingehalten werden; sie dient nur für die nachträgliche Untersuchung des 
etwaigen störenden Einflusses der Reibung. 

Wenn gleichzeitig Schwerkräfte und Reibungskräfte von Einfluß sind, dann ist genau 
genommen überhaupt keine mechanische Aehnlichkeit der Bewegung zwischen beiden 
möglich. Bei dem überwiegenden Eıniluß der Schwerkräfte auf die Bewegung bei allen 
praktischen Wasserbau- und Schiifbauaufgaben ist es zulässig und üblich, dem Versuch 


') o Ist ein von der Temperatur abhängizer Zähigkeitsbeiwert. Er beträgt für Wasser 


bei 0 5 10 15 20 25° © 
0,68 0,79 0,92 1,05 1,19 1,32 s/m? 
und bei der im Mittel in der Natur vorhandenen Wasserwärme (von 13,2%) = 1. Die Kennzahl ist = der 
1.2 


7 fachen Reynoldsschen Zahl, und für den Gebrauch bandlicher als diese. 
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zuerst die Froudesche Modellähnlichkeit zugrunde zu legen und den Einfluß der Reibung 
nachträglich durch besondere Versuche zu ermitteln oder auf Grund früherer Versuche 
oder Erfahrung durch Rechnung abzuscheiden. 

Es ist das ein bewußtes Abweichen von der wissenschaftlich genauen Modellähnlichkeit. 
Trotzdem sind die Ergebnisse gut brauchbar, solarge man den Einfluß der Reibung 
einwandfrei mit genügender Annäherung bestimmen kann. 

Ein weiteres Abweichen von der Modellähnlichkeit ist es, wenn man den natürlichen 
Atmosphärendruck meist nicht im Modellmaßstabe heruntersetzt, oder wenn man bei aus- 
gedebnten Bauobjekten (Flüssen, Kanälen usw.) nur Teilstücke im Modell darstellt. Man 
muß dann beachten, daß die Grenzen der Uebertragbaıkeit dann erreicht sind, wenn im 
Modell an irgend einer Stelle ein Unterdruck gleich dem im Modellmaßstab verkleinerten 
Atmosphärendruck auftritt, oder wenn die von dem natürlichen Abschluß des Modells 
reflektierte Welle wieder an der Meßstelle ankommt. 

Besondere Schwierigkeit bietet die Ausführung praktischer Flußbauversuche 
für größere Ströme, da man bei ihnen sehr oft gezwungen ist, auch von der genmetrischen 
Arhnlichkeit des Modelis erheblich abzuweichen, wenn man größere Unähnlichkeit der 
Bewegung vermeiden will. 

Dazu zwingt in erster Linie die Rücksichtnahme auf die Strömungsart. Wenn 
auch im Modell turbulente Strömung vorhanden sein soll (wie in der Natur), dann muß 
nach der Erfahrung der Kennwert vr größer als etwa 0 007 m?/s sein (r — hydraulischer 


Radius oder rd. miitlere Tiefe). Setzt man darinvrd.. —kVrii— Gefälle), dann kann man 


2 
und den geringsten Tiefmaßstab 


die mindest erforderliche Tiefe r — 


ermitteln, der meist größer ist als der gıößtmögliche Maßstab \ der Längen und Breiten 
m 


des Modells. 

Weiter ist die Rücksichtnahme auf die Strömungsgröße bestimmend. Wenn die 
mittlere Wassergeschwindigkeit v im Modell wie in der Natur bei a'len größeren St:ömen 
und Flüssen des Flachlandes unter der größten (Grund-) Wellengeschwindigkeit liegen soll, 
dann muß 


1 v sicher < als Vgr sein 
mitv=kVri ergibt sich dann als Bedingung für das Gefälle 
k 


(der Beiwert k ist für das Modell und die Natur verschieden). 
Anderseits ist das Modellgefälle von dem Geschiehemaßstab des Modells abhängig, 
den wir bei dem ohnehin schon sehr feinen Geschiebe der großen Ströme des Flachlandss 


„2 


meist nicht gleich dem Tiefenmaßstab _ wählen können, ohne die Eigenschaften des Ge- 
n 


schiebes wesentlich zu ändern. Nach. den Ergebnissen früherer Versuche muß bei einem 
Kurndurchmesser d die Tiefe 
sein, wenn ähnlich wie in der Natur auch im Modell bei allen Wasserständen (lebhafte) 
d.h. meßbare Geschiehebewegnng vorhanden sein soll, 
Dadurch ist das für gıößere geschiebeführende Flüsse erforderliche Modellgefälle 
in verhälwismäßig engen Grenzen eingefaßt. 


8A 8d 
t r 


Daraus kann man den Gefällmaßstab des Modells 


-—= a wählen. 
J 


Rücken die beiden Grenzen nahe zusammen oder überschneiden sie sich, dann kann 
man nur durch eine Vergrößerung des ganzen Modells oder wenigstens des Tiefenmaßstabes 
zu einem brauchbaren Versuchsmodell gelangen, aus dem man Schlüsse für das Verhalten 
der naturgroßen Ausführung ziehen kann. Eine solche Verzerrung der Tiefe des Modells 
ist bei den großen Breiten der Flachlandströme bis zu einem gewissen Grade zulässig. 
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Indessen leidet natürlich durch die Verzerrung und durch jedes Abweichen von der 
geometrischen und mechanischen Modellähnlichkeit die Genauigkeit der Uebertragung. 
Als Uebertragungsmaßstäbe würden sich ergeben nach den obigen Ausführungen 


für die Längen und Breiten .......=m 
für die Wassertiefen, Spiegelhöhen usw. = n 
.. 


Berücksichtigt man weiter, daß nach der Erfahrung der Geschwindigkeitsbeiwert k etwa 


mit der Potenz _ der Kennzahl (vr o) wächst, und daß die Menge des stündlich durch die 


to) 
Breiteneinheit wandernden Geschiebes nach den Versuchserfahrungen im Mittel etwa mit 
der 6ten Potenz der Schleppkraft 7?: zunimmt, dann ergibt sich weiter der Maßstab der 
Uebertragung 
2 .. ) —_ 4/, 
für die Geschwindigkeit p=rd a“ 
für die Wassermenge. s— rd. mn 
für die Geschiebemenge n=rd. mn" a” 
Der Zeitmaßstab spielt bei der l’ebertragung der Versuchsergebnisse von Flußbau’ 
versuchen keine große Rolle, da es weniger auf die zeitlichen Wirkungen, sondern mehr 
auf den schließlichen Dauerzustand der Bettansbildung, Ufergestaltung usw. ankommt. Für 
die mittleren Wassergeschwindigkeiten würde er sich etwa ergeben zu 
Praktische Flußbauversuche für größere geschiebeführende Flüsse erfordern noch 
mehr als andere Modellversuche sorgfältige Ueberlegung der zulässigen Modellmaßstäbe 
und eine dauernde wissenschaftliche Prüfung der Genauigkeit und der Grenzen der 
Uebertragbarkeit der Ergebnisse. 588 


7. Druckmessungen an umströmten Zylindern. 
Von F. EISNER in Berlin. 


Uebersicht. Im Jahre 1913 und in den folgenden Jahren sind in der Versuchs- 
anstalt für Wasser- und Schiffbau, Berlin, Widerstands- und Druckmessungen an umströmten 
Zylindern vorgenommen worden. Eine systematische Bearbeitung dıeser bisher unver- 
öffentlichten Messungen ermöglicht einige neuartige Aussagen insbesondere über die Druck- 
verteilung (ebenes Problem) an der Zvlindermantelfläche im Gebiete Revnoldsscher 
Kennzahlen ?— "’ zwischen etwa 10° und 10°, also beiderseits des charakeristischen 
Abfalles des Widerstandsbeiwertes. Die spärlichen von andere Seite’) erhaltenen Ergebnisse, 
die bis jetzt aber nur im unteren Gebiet dieser Revnoldsschen Zahlen vorlagen, zeigen 
in diesem Gebiet gute Uebereinstimmung. Unterhalb des Widerstandssprunges gestattet 
die Prandtlsche Grenzschicht-Theorie, wenn der Rechnung die gemessene Druckverteilung 
zugrundegelegt wird, eine gut mit der Beobachtung übereinstimmende Bestimmung der 
Stelle der »Ablösung« und des »Ablösungswinkels« ‘), während die Oseen-Zeilonsche 
Theorie‘) unter gewissen Annahmen eine nicht absolut, aber in ihrem ganzen Üharakter 
den Messungen entsprechende Druckverteilung und einen Widerstand zu errechnen gestattet. 


') V = Geschwindigkeit der ungestörten Strömung senkrecht zu den Erzeugenden des Kreiszylinders 
vom Durehmesser d: vr = Zähigkeitszahl 


») Hiemenz, Diss. Göttingen 1911. Messung bei RT 1,5-10%; Lafay, 1912; Jacob, La 
Resistance de lVAir et V’Experienee, Eneyel. Seient (Libr. Oet. Doin), Paris 1921. Der im Vortrag 
näher durchgeführte Vergleich und die Kritik der Meßverfahren ist in dem vorstehenden Auszug unter- 
drückt. Nach Diskussionsbemerkung von Hopf zu obigem Vortrag hat Ermisch in Aachen kürzlich 
ebenfalls höhere Reynoldssche Zahlen erreicht: die Ergebnisse sollen sich völlig mit den oben mitgeteilten 
decken (im Druck in den Mitteil. des Aachener Aerodyn, Inst.) Die Berliner Versuche führte zum größten 


Teil Dr. ing. RAacmann aus. 

») S. in Vervollkommnung der Hiemenzsehen Rechnung (l. ec.) Pohlhausen, diese Zeitschrift 
1921, S. 252 ff. 

») Ss. Zeilon, On potential problems in the theory of fluid resistance, Kungl. Sv. Vetenskapsakad. 
Handl. Tredje Ser. Bd. 1, Stockholm 1924, sowie Proceed. Intern. Congr. f. Appl. Mechanics Delft 1924 
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Auf Grund der Meßergebnisse und der Grundlagen der Prandtlschen und Oseenschen 
Tneorien wird ein neuer Ansatz vorgeschlagen, durch den vielleicht die Vorteile beider 


Theorien vereinigt werden können. 


Meßeinrichtung und einige charakteristische Ergebnisse. Der in aufrechter 
Lage am Schleppwagen befestigte Kreiszylinder wird mit bestimmter Geschwindiekeit durch 
das ruhende Wasser der 150 m langen Versuchsrinne (rd. 8 m obere Breite, 4,?”0O m mittlere 
Tiefe) geschleppt; der Einfluß der freien Wasseroberfläche und der Zvlinderendflächen ist 


durch genügend große, zugeschärfte Abdeckplatten ausgeschaltet; in der Mittelebene') 
zwischen den genigend weit voneinander entfernten Abdeckplatten wird durch rings am 
Umfang angebrachte Durchbohrungen der Mäntelfläche der Druck auf Wassermanometer 
übertragen und abgelesen. In Abb. | sind einige charakteristische Druckbilder an denjeniren 
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Stellen der Widerstandskurve (doppeltlogarithmische Auftragung des Widerstandsbeiwertes 
über der Reynoldsschen Zahl) eingezeichnet, an denen sie gemessen worden sind. In 
dem ganzen Gebiet nahezu konstanten Beiwertes unterhalb des Widerstandsabfalles ist auch 
die Druckverteilung nahezu gleichbleibend. Die Werte von Hiemenz bei . 1,5 10° und 
die mit Zylindern verschiedenen Durchmessers erhaltenen Werte bis hinauf zu etwa 1,1 + 10° 
stimmen innerhalb der Meßgrenzen sehr gut überein. Bis in diese Gegend etwa herrschen 
im Zylinderkielwasser wahrscheinlich diskrete Wirbelgebilde (v. Kiärmänsche Wirbelstraße‘) 
also durchaus geordnete, zum Teil periodische Vorgänge. Dentlich macht sich in der 
Gegend der Grenzschichtablösung der Druckwiederanstieg bemerkbar. Oberhalb des Wider- 
standsabfalles‘), nachdem also die Grenzschicht »turbulent geworden« ist und die Vorgänge 

!) Beim ersten Zylinder (50 mm Dmr.) 7, je um 30° versetzte Anbohrungen; der Zylinder wurde 
dann zweimal je um 10° zur Fahrtrichtung weiter verdreht, sodaß für alle 10° am Umfang Ablesungen 
vorlagen. Bei den größeren Zylindern, die während ein und derselben Fahrt alle Ablesungen (je 10° am 
Umfang auseinander liegend ergaben, waren die Anbohrunzen auf mehrere dicht beieinander 
symmetrisch angeordnete Ebenen in der Mitte verteilt. 


lierende 


2) S. wegen der „Existenz“ und einiger allzemeinerer Ausblieke Liechtenstein Math. Z. 1925 
Bd. 23 lg Heft S. 89 ff. — Auf die im Vortrag gerebene Kritik der in Bild 1 eineezeiehneten Kurve 
für die Periode der Kielwasserwirbel nach Relf und Simmons Phil. Mag. 1921 und 1925 wird 
nieht näher eingezangen. 


hier 


3) Die Widerstandsbeiwe’rte unterhalb und oberhalb des Abfalles stimmen mit den Göttinger 
Messungen genau überein 'auch der vielleicht vorhandene langsame Anstier oberhalb); daß dagegen der 
Abfall selbst an anderer Stelle als in Göttingen liegt und bei verschiedenen Zy inderdurchmessern an 
verschiedener Stelle, ist vielleicht auf möglicherweise vorhandene geringe Unterschiede der Raubizrkeit 
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im Kielwasser höchstens als quasistationär, richtiger wohl als von statistischen Gesetzen 
beherrscht anzusehen sind'), ist auch das Druckbild in ganz charakteristischer Weise ver- 
ändert; es bleibt wiederum im ganzen Bereich des fast konstanten Widerstandsbeiwertes 
nahezu unverändert, Wesentlich sind die sehr großen seitlichen Unterdrucke (sie ent- 

| | seite nahezu der Potential- 
theorie idealer Flüssig- 
' keiten), die rasch zu einem 


'  Kielwasserunterdruck wie- 


) 9? 0 7 | 
60 90° 190° >Zylınder-,  deransteigen, dessen Ab- 
68 7. Jınn\ . 
- Sraupunkt  solutbetrag wesentlich klei- 
05 ner ist, als unterhalb des 


—20070° ‘  Widerstandsabfalles?). Im 
‚| Vebergangsgebiet pendelt 
die Druckverteilung; von 
den ungleichen seitlichen 
 Unterdrucklappen liegt der 
| größere bald auf der einen, 
bald auf der anderen Seite 
| 


ohne sichtliche Bevorzu- 
gung. Die absolute Größe 
des Unterdruckes im »bin- 


Kıelwasserdruck 
als Funktion 
der Reynolds schen Zahl 


05} 


teren Staupunkt« zeigt, 

-— Zahl aufgetragen, ähnlichen 
\bb. 2. Verlauf wie der Wider- 


standsbeiwert (Abb. 2 rechts 
unten). Abb. 2 zeigt über dem abgewickelten Zylinderumiang die Druckverteilung gemäß 
der Potentialtheorie idealer Flüßigkeiten, nach den Messungen unterhalb und oberhalb 
des Widerstandssprunges und nach der Oseen-Zeilonschen Theorie. 


Folgerungen. Die Oseensche Theorie’) sagt unter Berücksichtigung der sog. 
»halbquadeatischen« Glieder mit den dort gemachten Annahmen nach dem Grenzübergang 
zur Reibung u — 0 für das ebene Problem aus, daß die Strömung bis zu den Stellen + z/2 
vorn am Körper gleitet und dann außerhalb eines bis ins Unendliche reichenden Streifens 
als Potentialströmung verläuft, dessen Begrenzungen parallel zur Stiömungsrichtung sind 
und den Körper tangieren. Nur auf der Rückseite haftet die Flüßigkeit am Körper und 
innerhalb des Streifens herıschen selbst bei kleinsten Reynoldsschen Zablen Wirbel- 
bewegungen. Es ergibt sich nach Zeilon rechnerisch die auf Abb. 2 dargestellte Druck- 
verteilung bzw. der in Abb. I angedeutete Widerstandsbeiwert ce ” 1,58. Aus der Forderung 
steigen Druckverlaufes auch beim Durchgang durch die Diskontinuitätsfläche und unter 
der Annahme einer Wirbelverteilung gleicher Wahrscheinlichkeit im Kielwasser errechnet 
Zeilon halb empirisch die »korrigierte« Druckverteilung und ce” 0,66 (vergl. Abb). Ein 
Vergleich dieser Rechnung mit den Meßwerten*) und die Ueberzeugung von der Berechtigung 
der Prandtlschen Anschauung bei Fiüß gekeiten mit kleiner Reibung führt zu einem neuen 
Ansatz, der auch rein ma'hematisch nicht ohne [L.teresse sein dürfte. Man behä't hiernach, 
dem Oseenschen Gedanken folgend, in den Differentialgleichungen die halbquadratischen 


(der Oberflächen zurückzuführen. Für diese Auffassung spricht es anch, daß der Widerstandsabfall eines 
absichtlich rauh gemachten Zylinders schon bei R” ı0° lieet: bei diesem steigen aber in merkwürdiger 
urd bisver unnufereklärter Weise die Wiserstände bei weiter wachsenden R »ofort in stetiger Kurve bis 
nahezu zur alten Höhe wieder an (durch viele Einzelmessungen zu verschiedenen Zeiten immer wieder 
bestätiert). 

Pi» in : 

) S. v. Kärmän, Vorträge der Hıdro- und Aerodynamik, Innsbruck 1922 (Springer 1924) S. 136, 
für den dreidimensionalen Fall der Kugel. 

) Nach diesem Druckbild gewinnt man übrirens auch eine ungefähre Vorstellung vor den Druck- 
verhältnissen und dem großen Quertrieb beim rotierenden Zylinder, während beim nur translatorisch 
beweg'en Zylinder die großen seitlichen Lappen den Widerstand in Fahrtrichtung wegen der kleinen 
Flächenpro,ektion kaum beeinflussen 

3 > > r .. 

S. Annal der Physik. 1915 oder Vorträge, Innsbruck 1922 S. 123 vergl.'), sowie die Arbeiten 
Oseens im Arkiv für mat. astr. och fys Ferner Zeilon (!l. c.). 
r 
) Zeilon konnte seine Rechnung nur mit den Messungen von Lafay und Jacob vergleichen. 


| 
\ 
P 
| 7 
| \ Zeılon 7 
In I1adealer 
72 < T T T T 
\ \ 
\ 
\ 
N > 
780° 
\ 
37: | 
\ vd as || 
} 
| 


Band 5, Heft 6 
Dezember 1925 __Vorträge der Danziger Tagung nun 


Glieder bei, fordert aber die Randbedingung für die Vorderseite des Körpers‘ = —V-cos(n, €) | 
en 


nicht bei r sondern bei r — +6, wobei die Dicke einer Grenzschicht im 


Prandtlschen Sinne ist und ihrerseits erst durch das Druckgefälle der OÖseenschen | 
Strömung außerhalb und durch die entsprechende Grenzschichtgleicbung bestimmt wird. 
Man schiebt also nach dem neuen Gedankengang zwischen die Oseensche Strömung und | 
den Körper die Grenzschicht genau so dazwischen, wie man bei der Prandtlschen Theorie 

die Grenzschicht zwischen die Potentialströmung der idealen Flüßigkeit und den Körper 
legt. Dabei bleibt zunächst die wohl nicht ganz einfache Frage offen, wie ein Zusammen- | 


schluß der Grenzschicht mit dem Öseenschen Kielwasserstreifen!) erfolgen kann; denn 


das Haften an der Rückseite im Sinne Öseens ( Be ER 0) darf dann nicht mehr an den 


On 

Stellen £ z/2, sondern an der Stelle der Ablösung beginnen, bis zu der ja auch nach der 
üblichen Grenzschichttheorie das »Totwasser« eindringt. Hier wird man experimenteller 
Aussagen wohl nicht entraten können. — Oberhalb des Widerstandssprunges, wenn also 
die Grenzschicht von einer, auch nach dem neuen Gedankengang ungefähr berechenbaren 
Stelle an »turbulent wird« und von Ablösung und Ablösungsstelle eigentlich keine Rede 
mehr sein Kann, sondern, falls man nicht stellenweise von drei Gebieten wird reden müssen, 
Grenzschicht und Kielwasser zusammen ein turbulentes Gebiet bilden, kann man natürlich 
in der angedeuteten Weise nicht mehr vorgehen. — Der aufgızeigte Gedankengang zur 
Verschmelzung der Vorteile der Prandtlschen und ÖOseensehen Theorien ist zunächst 
nur ein Vorschlag, der noch gründlicher Durcharbeitung und Klarstellung der mathe- 
matischen Natur mehrerer Einzelfragen bedarf, auf die hier nicht näher eingegangen 
werden kann; vielleicht kann bei späterer Gelegenheit mehr darüber gesagt werden’). 
Aber auch wenn der angedeutete Weg sich als gangbar und befriedigender als die bis- 
herigen Lösungen erweisen sollte, so wird auch damit noch nicht viel erreicht sein: Eine 
Theorie zäher Flüßigkeiten wird wahrscheinlich immer experimentelle Angaben unbedingt 
in sich aufnehmen und als gleichberechtigt mitverarbeiten müssen, wenn sich ihre Aus- 
sagen mit den Beobachtungen decken sollen. 689 


8. Das Problem der Turbulenz im Kreisrohr. °) 
Von H. LORENZ in Danzig. 


Das Druckgefälle dp:dz in einem wagerechten Rohr vom Halbmesser , ist ganz 
allgemein abhängig von der Schubspannung 7, am Rande, so zwar, daß unter Einführung | 
der radial veränderlichen Geschwindigkeit » mit dem Mittelwert «= und der Reibungs- 
ziiter (Zähigkeit) 

dp 2 To 8 


dz 70 rg“ 


ist, entsprechend der bekannten parabolischen Geschwindigkeitsverteilung bei laminarer 

Strömung. Im Falle einer idealen Fliissigkeit vom spez. Gewicht y wäre kinematisch ein 

Randwirbel von der Dicke Ah mit linearem Geschwindigkeitsanstieg und ein Kernstrom mit 

konstanter Geschwindigkeit v, möglich, für die mit der Zähigkeit u wegen (1) 


h l 
—— und w=ul1—— + 
2 roh ro 3 


!) Ueber die aus der Forderung der Eindenutigkeit der Lösnng des Intregal-Gleiehungsproblems 


sich ergebenden Bedingungen s. Noether, Ueter eine Klasse singulärer Intregalgleichungen Math. Annalen 82, 
1921 8.42 ft. 


?) Um zu zeigen, wie sich bei Zylindern, die mit freier Wasseroberfläche geschleppt wurden, die 
Oberfläche ausbildet (Stau, Absenkung, Wellenbilinng), sind die Höhen-chichtlinien am Sterevautographen 
ausgewertet worden. Im Vortrag wurd-n so'che Bilder für verschiedene Schleppgeschwindigkeiten und 
auch für schiffsähnliche Körper sezeigt; sie werden bei späterer G legenheit veröffentlicht werden. Auch 
über Schiffswe len soll im Anschluß an Hopf, Hogner, Havelock und Krey, insbesondere in be- 
schränktem Wasser, später berichtet werden. 


Ö) Vergl. H. Lorenz: »Das Turbulenzproblem für das gerade Kreisrohr«e. Phys. Zeitschr. 1925, 
Heft 16. 
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gelten würde. Mit Riicksicht auf die Wirbelablösung, welche den linearen Anstieg in der 
Randschicht stört, schreiben wir für den wirklichen Vorgang statt dessen mit einer neuen 
Reibungszifier und zwei Beiwerten und % 


dp IoV 
p_,„trow, 


h „h? 
dz ro h ro” 


Andererseits gilt fir den Kernstrom bei gleichem Druckgefälle mit der Rauhigkeits- 
ziffer /,, die wir zunächst als konstant ansehen, 
dp y vo“ 


— : also vA= 
dz 2 g 


(3), 
so daß also die Grenzschichtdieke A mit wachsendem v, abnimmt. Durch Ausschaltung 
von », aus (2a) und (3), sowie unter Einführung der Reynoldsschen Zahl 

ywro 

R= 

gu 

erhalten wir mit 1 
u /n R / | 


(x + ) t | + ) . (5). 
h 2 ug 4 


Nun ist für den kritischen Uebergangszustand AR — KR, aus der Laminarströmung, 
in dem die entsprechende Wiırbelung sich in endliche Wirbelballen auflöst, unter Ver- 
schwinden der Wurzel 


. Ro = 16: —1l. 
Durch diese drei Grenzbedingungen sind die drei Festwerte 21, # und #, bestimmt und 
wir erhalten schließlich für die Aenderung des Widerstandsbeiwertes  — g = 
yv 2 


R 4 Ro t Ro 


mit der Asvymptote 

R 16 ] 2 R+ R . . . . (6 a). 
Der Beiwert enthält also nur als Konstante die in der kritischen Reynoldsschen Zahl % 
steckende Zähigkeit « und die Rohrrauhigkeit 4». 

Schließlich erhellt, daß alle verschiedenen Werten }, zugehörigen Kurven der AR 
als Funktion von /? im kritischen Punkt 7, und 4 Ru — 16 zusammenlaufen und Asymp- 
toten besitzen, welche die Hvperbel 

64 Ro -\ 


einhüllen. 574 


zu= 


9. Über die Fortbildung des Turbinenprinzips.') 
Von H. FÖTTINGER in Charlottenburg. 


Das Turbinenprinzip (die Energieübertragung durch kontinuierliehe Ablenkung 
strömender Medien unter Zuhilfenahme von Trägheitskräften) hat in den letzten 20 Jahren 
einige auch theoretisch bemerkenswerte Fortbildungen erfahren, die über die gewöhnliche 
Verbindung eines Laufrades mit I oder 2 Leiträdern erheblich hinausgehen, und zwar 
sowohl inbezug aul die dabei verwendeten mechanisch- physikalischen Prinzipieo, als 
inbezug auf die praktisch erreichten Wirkungsgrade, die auf Grund irriger Theorien heute 
noch vielfach für unmöglich erklärt werden. 


1. Turbinengetriebe (Turbo-Transformatoren) zur Arbeitsübertragung und 
Umsteuerung von seodnell- auf laugsamlaufende Wellen sind seit 1903 vom Verfasser zur 
Ueberbrückung der Kluit zwisehen Dampfturbinen- und Propellerdrehzahl (Winkelge- 
schwindigkeiten ®, bzw. w,) beim Schiffsantrieb entworfen worden. Sie verkörpern die 
Idee, nicht die gesamte Sekundärleistung M, ®3 der Zwischenverwandlung zu unterwerfen, 
sondern den Anteil ./, ®» möglichst unmittelbar zu übertragen, nur den Unterschied 
energetisch umzuformen, und so die Verluste einer trivialen, sich auf die Gesamtleistung 
erstreckenden Doppelumformung beträchtlich einzuschränken. 


) Der Vortrag wird ausführlicher in der Zeitschrift für technische Physik erscheinen. 
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Als Lösung bot sich zunächst die Differentialwirkung zwischen einem primären 
Dynamorotor und einem »Stator«, der jedoch (im Entwurf) nicht stillstehend, sondern auf 
der gleichachsigen Sekundärwelle, also langsamrotierend angeordnet war. Das Primär- 
moment Mı wurde dann unmittelbar übertragen (actio = reactio), und nur entsprechend 
dem Drehzahlunterschied (SIp!) entstand elektrische Energie, die einem gewöhnlichen 
Motor auf der Sekundärwelle zugeführt wurde und die Differenz der Momente lieferte. 


Die Betrachtung des bedeutenden Größenunterschiedes zwischen einem Elektromotor 
und einem entsprechenden Schleuderrad führte zur hydrodynamischen Abbildung dieses 
Differentialgetriebes, d. h. Ersatz der Dvnamorotoren usw, durch Turbinenräder. Die 
Verringerung der Verluste einer trivialen Aneinanderreihung von Turbopumpe und Turbine 
(n = 0,82 x 0,85 = 0,70 entsprechend 30 vH Gesamtverlust) auf weniger als die Hälfte ge- 
lang auf Grund folgender Bemerkungen: Erstens mußte die schlimmste Verlustquelle aller 
Strömungen, die fast stets zur Wirbelablösung und Wirbelbildung führende 
»Umsetzung von Geschwindigkeitin Druck« nicht nur im »mittleren Faden«, sondern 
möglichst auch in jedem Eınzelfaden vermieden und der kümmerliche Wirkungsgrad 
damaliger Schleuderpumpen (1903) durch Beseitigung des Diffusors und seiner Ver- 
zözgerungsverluste umgangen'), die Reibung in allen übrigen Teilen durch Anstreben 
beschleunigter Relativströmung (gegenüber den jeweiligen Kanalwänden) den winzigen 
Verlustzififern schön gerundeter, polierter Ausflußdüsen (Grenzfall mit < 1 vH Energieverlust!) 
angenähert werden. Bemerkenswert ist, daß dieselben Ideen über »Umsetzung von Ge- 
schwindigkeit in Druck«, die hier in Maschinenentwürfen und bald auch in Metall ver- 
körpert wurden, gleichzeitig (1904) und unanhängig von Prandtl! in seiner Grenz- 
schichttheorie als Differentialgleichung niedergelegt wurden. Diese Theorie ist mir 
aber erst 1911 bekannt geworden. 

Zweitens mußte es gelingen, mechanische Energie nach dem Schema eines um einen 
Schenkel rotierenden Winkelrohres mit 1—3 vH Reibungsverlust in hydraulische Energie 
(Pressung + kinetische) zu verwandeln, also »Pumpen« mit 97—99 vH Nutzeffekt zu 
schaffen. Drittens mußten »Austrittsverlustee (durch ungenutzt abströmende kinetische 
Energie) und Verluste in Saugkriimmern, Spiralen und Rohren durch organischen Aufbau 


eines wirbelringartiren Kreislanufs aus lauter aktiven Turbinenrädern, ohne Rohre etec., 
ganz beseitigt werden. 


So entstand 1903 ein neues Turbinengebilde, der »Transformator«‘), dessen 
Haupttype einen Kreislauf aus Primärrad > erstem Sekundärrad > Leitrad > zweitem 
Sekundärrad > Primärrad umfaßt. Als schöner Erfolg der Theorie, wurden an der 
Stettiner Vuleanwerft ohne tastende Vorversuche der Reihe nach folgende Wirkungs- 
grade erzielt: 83 vH’) (100 PS-Versuchsmodell 1908); S6—s8 vH (150 PS Bestellung 1910): 
88 vH (2><10000PS 1912); 91,3 vH (Höchstwert bei 2><20000PS für Kreuzer »Wiesbaden« 
mit polierten Kanälen 1915). Dankbar möchte ich dabei der Hilfe durch die zwei- 
dimensionalen Theorien von Prasil und (später) v. Mises, sowie meiner treuen Mitarbeiter 
Spannhake,Kucharski und Kluge gedenken. Die größten (überhaupt je gebauten) Einzel- 
getriebe waren die 1916 in Bau genommenen 12 Transformatoren von je 35 000 — 50000 PS 
für 3 Schlachtkreuzer, die nach dem Versailler Frieden mit dem Schneidbrenner zerstört 
wurden. Seit 1905 ist auch eine Reihe anderer Tvpen entwickelt worden, insbesondere 
die am Schluß aufgeführte Transformator-Kupplung. Die Umsteuerfrage wurde durch 
besondere Rickwärtskreisläufe oder durch Benutzung von Sekundärrädern mit ungefähr 
radialen Schaufeln und verschiebbaren Leitapparaten gelöst. 

2. Idealer Turbokompressor.*) Interessante Vorgänge stellen sich ein, wenn 
feine Luftblasen im Kreislauf eines »'Transformators« mitgerissen und abwechselnd in 
Bereichen hohen und niederen Druckes isotherm komprimiert und expandiert werden. 
Bei einem hierauf beruhenden Turbokompressor wären mit genügend kleinen Relativ- 
geschwindigkeiten viel höhere Wirkungsgrade isotherm erzielbar als in den heutigen 


) vgl. die Patentschrift 221 422 des Verfassers vom Jahre 1905. 


#) S Föttinger, Eine neue Lösung des Schiffsturbinenproblems, Jahrb. d. 


Sehiffsbautechn. 
Ges. 1910. S. 170. Ders, Verhandlunren des 


Baltischen Ingenieurkongresses in Malmö 1914. 
3) Mit rauhen Kanälen: das entspräche nach späterer Erfahrung 83 + 3,5 = 6,5 vH bei den seit 
1914 verwendeten, durch Stahlkugeln polierten Kanälen. 
+) Vel. z. B. die Patentschrift 369 435 des Verfassers 


vom Jahre 1913. Aehnliehe Kompressoren 
sind wiederholt »ertfunden« 


worden, ohne die Notwendigkeit feinster Röhrenteilunz zu erkennen, 
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Bauarten; ein Einzelrad von 1 m Dmr würde bei 3000 Uml./min und 80 vH Wasserfüllung 
rd. 100 at liefern. 

Die Theorie zeigte zwei Schwierigkeiten: Die durch die hohen Druckgradienten 
Op/ör bedingte Labilität des inneren Blasengewölbes (Achsenseite) und dıe Coriolis- 
Beschleunigung 2 » w (»® Winkel —, ıw Relativgeschwindigkeit), welche die Blasenfläche 
schief oder gar parallel zur Rohrachse zu stellen strebt. Als Gegenmittel boten sich Ver- 
kleinerung von w und Unterteilung in feine Röhren. 


Ein solcher Kompressor würde aus radialen Röhrenbündeln bestehen, in die innen 
Wasser- und Gaspfropfen eingesaugt werden, die am Umfang in einer Kammer durch 
ihre verschiedene Dichte getrennt werden. Das Wasser wird durch weite Laufradkanäle 
und einen festen Leitapparat im Kreislauf zurückgeführt. Die Möglichkeiten solcher 
Kompressoren und entsprechender Verbundschleuderpumpen (Förderung kleiner Wasser- 
mengen durch umlaufendes Hg auf höchste Drücke) oder Hydrokompressoren (Antrieb 
durch fallendes Wasser), sowie ihrer Umkehrungen (als Druckluftturbinen usw.) ermutigten') 
zu dem Versuch, die Grenzen der Stabilität in physikalischen Modellen mit Spiegel- 
beobachtung festzustellen; das theoretisch befürchtete, periodische Zurück-chlagen der Luft 
durch die ganzen Röhren infolge der Corioliskräfte trat aber deutlich schon beı so geringen 
(seschwindigkeiten ein, daß der stabile Bereich außerhalb der wirtschaftlichen Grenzen 
lag. Diese Idealmaschinen bilden sonach leider ein Gegenstück zu vielen, wegen zu teurer 
Apparatur unwirtschaftlichen, aber wissenschaftlich möglichen Verfahren der Chemie. 


3.Hydrodynamische Wechselgetriebe zur automatischen Zugkraftsteigerung, 
als (segenstück zum Gleichstrom-Serienmovtor, waren eigentlich schon in den er-ten Trans- 
formatoren verwirklicht‘), wurden aber 1921 auf neuer Grundlage für Diesellokomotiven, 
Triebwagen, Walzwerke usw. entworfen. Sie liefern stark ansteigende Sekundärmomente 
(bei verminderter Sekundärdrehzahl auf Ste'gungen und beim Anfahren) aus Motoren gleich- 
bleibenden Prımärmoments (z. B. Verbrennungsmotoren) und bestehen aus einer primären 
Zentrifugalpumpe anormaler Bauart, welche mit einem sekundären Kolbenmotor, 
vorzugsweise einer Drehkolbenmaschine, zu einem Krei-lauf verbunden ist?). Die Förder- 
menge Q ist daher der Sckundärdrehzahl (Geschwind'gkeit V der Lokomotive) proportional. 


Die Eigenart der Pumpe ist erstens die stark nach Q=0 ansteigende »Q H- 
Charakteristik«, d. h. die Pumpe erzeugt vermöge besonderer Schaufelungen bei konstanter 
Drehzahl eine mit abnehmendem Q (d. h. abnehmender Sekundärdrehzabl) stark wachsende 
Förderhöhe 7; zweitens das dabei stark sinkende Primärmoment. Bei konstanter Füllung, 
d.h. konstantem Drehmoment, der Antriebmaschine wird sich deren Dıehzahl daher automatisch 
erhöhen, sobald der sekundäre Widerstand wächst, also V und @ sich vermindern. Das 
Sekundärmoment wächst dann automatisch sowohl gemäß der für primäre Normaldrehzahl 
giltigen Charakteristik, als proportional dem Quadrat des Primärtouren -Verhältnisses. 


Ein nach diesem bisher unbeachteten Prinzip gebautes Wechselgetriebe gewährt in 
unendlich vielen, sich selbsttätig einstellenden Stufen bei nichtüberlastbaren Verbrennungs- 
maschinen, Elektromotoren usw. den Uebergıng vom Motordrehmoment auf dessen drei- 
bis vierfachen Betrag. Bei Anwendung zweier, in Reihe oder parallel zu schaltender 
Pumpen erhöhen sich diese Werte beinahe auf das Doppelte. Die Wirkungsgrade weisen 
sehr flache Kuppen von S0— 82 vH Höchstwert auf. Damit sind neue einfache Möglichkeiten 
stetiger dynamischer Zugkraftsteigerung gegeben, von größerer Wirtschaftlichkeit als durch 
elektrische Uebertragung. 


4. Die Transformator- oder Asynchronkupplung löste 1910 zum erstenmal 
das dynamische Problem, Maschinen unbegre:ı zter Leistung und Drehzahl vollkommen 
stoß- und weräuschlos, belieb'g langsam oder schnell, ein- und auszukuppeln, und ihre 
Leistung dynamisch, ohne Berübrung fester Teile, mit beträchtlicher radialer und axialer 
und vollkommener tangentialer Nachgieb okeit zu übertragen. Sie ist auch theoretisch 
bemerkenswert wegen ihres sehr hohen Wirkungsgrades, wegen der Abdämpfung starker 
Resonnanzsehwirgungen und wegen der interessanten allgemeın mechanischen und hydro- 
dynamischen Untersuehungen, denen sie Ausgangspunkt und Inhalt gab. 

') Dank dem Entzegenkommen eines Geldgebers! 

Vgl. die sehr stark nach nır= 0 hin ansteigende Kurve der Sekundärmomente |. c., S. 184, 
Abbildung 23. 
d) vgl. die egglische Patentschrift 184455 des Verfassers vom Jahre 1921/22. 
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Als einfachste Form des hydrodynamischen Transformators besteht sie aus je einem 
primären und sekundären, je ungefähr die Hälfte des Wirbelrings (s. 0.) einnehmenden 
Turbinenrad. Durch Ein- bzw. Ausfüllen von Wasser oder Oel wird ein- bzw. ausgekuppelt.?) 
Das Fehlen aller festen Leitkanäle bringt zwei mechanische Besonderheiten. Erstens ist 
das Sekundärmoment bei jeder beliebigen Schauflung oder Füllung fast genau gleich dem 
Primärmoment. Zweitens kann der Wirkungsgrad bis auf verschwindende Reibungs- und 
Wirbelverluste von „1 vH der Einheit genähert werden, indem gemäß Abschnitt 1, 3 die 
Relativgeschwindigkeiten in beiden Laufrädern stark verkleinert, die Durchmesser ent- 
sprechend vergrößert werden. Die schnelle, verlustbringende Absolutbewegung in 
Leiträdern oder Diffusoren fehlt hier gänzlich, auch die Absolutreibung der Radwände 
gegenüber festen Gehäusen (sogen. Scheibenreibung). 

Dementsprechend sind Wırkungsgrade von 97—99 vH, je nach Belastung, von 
Anfang an (1910) erreicht und seitdem von keiner anderen doppelten Energiewandlung 
(mechanisch > hydraulisch > mechanisch) übertroffen worden. Die Verluste äußern sich, 
wegen der Gleichheit der Momente, in einem prozentual gleichen Slip des Sekundärteils: 
Der Primärteil erzeugt ein hydrodynamisches »Drehfeld«; dieses überträgt wachsende 
Drehmomente auf den Sekundärrotor, sobald er gegenüber dem Synchronismus um 
wachsende Slipbeträge zurückbleibt, und demgemäß eine Rıngströmung »induziert« wird. 
Bei Voreilung (z. B. Torsionsschwingungen) kehrt sich der Sinn der Ringströmung und 
Momente um. Daher besteht weitgehende Analogie zu den elektrodynamischen Asynchron- 
motoren, auch hinsichtlich der Dämpfungseigenschaften. 

Sehr bemerkenswert ist, daß dieses einfachste Turbinengebilde — im Gegensatz zu 
den Uebersetzungs-Transformatoren — unseren gewöhnlichen zweidimensionalen Rechnungen 
inbezug auf Leistungsaufnahme anfänglich völlig trotzte. Auf Grund älterer eigener 
Beobachtungen an Ventilatoren stellte ich daher 1910 in Danzig Versuche mit rotierenden 
Schalen an, die durch Blechwände in Sektorzellen geteilt wurden‘) und volle Aufklärung 
lieferten: Durch die ungewöhnliche Verkleinerung der Relativgeschwindigkeit wurden die 
bis dahin unbeachteten Verluste durch den »relativen Kanalwirbel« extrem groß, 
teilweise von zehnfacher Größenordnung der gewöhnlichen Turbulenzreibung. Die Be- 
rücksichtigung dieser Verluste ergab die richtige Form der Moment-Charakteristik. Mein 
Mitarbeiter W. Kucharski hat 1918 die weitgehenden Analogien der idealen Sektor- 
strömung mit dem tordierten Sektorprisma usw. in einer wertvollen Studie theoretisch 
weiter verarbeitet’). 

Seit der technischen Verwertung der Transformatorkupplung durch die Vulcan-Werke, 
Hamburg (ab 1923) sind, dank den Bemühungen von Dr. G. Bauer, eine Reihe großer 
Schiffsanlagen (u. a. drei zu je 4200 P3) damit erfolgreich ausgerüstet worden. 601 


Rückschluß auf die Wahrscheinlichkeit seltener Ereignisse. 
Von H. POLLACZEK-GEIRINGER in Berlin. 


und ihre Bedeutung im Rahmen der Wahrscheinlichkeitsrechnung dargestellt werden. 

Um das letztere zu erreichen, muß man etwas weiter ausholen und den Problemkreis, 
dem die Fragestellung entstammt, kurz entwickeln, umsomehr als in manchen einschlägigen 
Darstellungen die hier auftretenden Probleme garnicht oder unvollkommen unterschieden 
werden. 


T' Folgenden soll eine sehr einfache Formel der Wahrscheinlichkeitsrechnung abgeleitet 


1. Die Formeln von Bernoulli, Poisson und Bayes.') Im Mittelpunkt der 
theoretischen Wahrscheinlichkeitsrechnung stehen zwei Fragestellungen, die man als die 
Bernoullische und Bayessche zu bezeichnen pilegt. Sie stehen einander im Wesent- 


!) Vgl. die Patentschriften 238804 und 244279 des Verfassers vom Jahre 1905 bzw. 1908 
und 1910. 

2) Der zu Vorlesungszwecken dienende Originalapparat m. früheren Danziger Instituts wurde im 
Vortrage vorgezeigt. 

3) Kucharski, Strömungen einer reibungsfreien Flüssigkeit bei Rotation fester Körper. Olden- 
bourg 1913. 

*) Die Bezeichnung und Gruppierung der Theoreme in diesem referierenden Abschnitt folgt im 
Wesentlichen der Darstellung von v. Mises »Fundamentalsätze der Wahrscheinlichkeitsrechnung“. Math. 
Zeitschr. Bd. 4 (1919), S. 1 bis 97. 
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lichen dual gegenüber, wenn auch diese Dualität sich nicht in allen Einzelheiten verfolgen 
läßt. Wir wollen beide Problemstellungen im »Urnenschema« formulieren. 

I. Bernoullis Problem: In einer Urne liegen schwarze und weiße Kugeln in 
ireend einem Mischungsverhältnis. Die Wahrscheinlichkeit, eine weiße zu ziehen, sei 
gleich 4, die, eine schwarze zu ziehen, gleich p. Es sollen n Züge gemacht werden; 
nach jedem Zug wird die gezogene Kugel wieder zurückgelegt und auch sonst wird an- 
genommen, daß alle Umstände soweit ungeändert bleiben, daß für jeden neuen Zug wieder 
die Wahrscheinlichkeiten q, p für das Ziehen einer weißer, bzw. einer schwarzen Kugel 
bestehen. Gefragt ist nach der Wahrscheinlichkeit w, (x) dafür, in n Zügen gerade 
x weiße und (n — x) schwarze Kugeln zu erhalten. Das ist die Fragestellung von 
Bernoulli. Die Antwort wird bekanntlich durch eine sehr einfache Formel gegeben, 
die wegen ihres Zusammenhanges mit der Newtonschen Binominaliormel auch als 
Newtonsche Formel bezeichnet wird. Sie lautet: 


n, (2) ist eine sogenannte »arithmetische« Wahrscheinlichkeit, d. b. sie ist nur definiert 
für alle ganzzahligen Werte von x zwischen 0 und n. (Für e<0 und z>n ist 
w„(2)— 0 anzunehmen.) Die Formel (1) stellt die exakte Lösung des Bernoullischen 
Problems dar für ganz beliebige n, p, ,&. Der »Mittelwert« 5, der Bernoullischen 
Verteilung (1) besitzt den Wert ng, die »Streuung« s„’ die Größe npq. 

Aber für große n läßt sich die Newtonsche Formel schwer auswerten, da sie die 
Berechnung der Fakultäten von n, n — x und x erfordert. Auch bietet sie keine genügende 
Uebersicht über den Verlauf der w,-Werte. Laplace hat die Lösung des Bernoulliscehen 
Problems auf eine bedeutend handlichere Form gebracht, indem er einen Grenzübergang 
für unendliche n durchführte. Die Wahrscheinlichkeiten p und g behalten dabei 
einen festen endlichen Wert; daraus folgt, daß sowohl der Mittelwert ,u=ng wie 
auch die Streuung s,’—=npqg mit n gleichfalls ins Unendliche wachsen. Führt man eine 
Koordinatentransformation durch, die den Koordinatenanfangspunkt nach x = b, verlegt und 
die Abszissen im Verhältnis 1:/ x» zusammendrängt, d.h. führt man 


/ / 


als neue Veränderliche ein, so ergibt sich in dieser neuen Veränderlichen im limes für w, (x) 
die charakteristische Gestalt der Gaußschen Kurve, d.h. es gilt die Laplacesche Formel: 
lim V» Wu u V» np g) (1’) 


n >» 4 


oder als Näherungsformel für große n geschrieben: 


(26) . . . . . D . (1 ). 


Einen wesentlich anderen Grenzübergang hat Poisson durchgeführt. Auch er 
geht von (1) aus und geht mit n gegen unendlich, läßt aber gleichzeitig g unbegrenzt 
abnelımen, in der Weise, daß der Mittelwert d)„—= ng einem festen Wert a zustrebt. Damit 


Gleichung (1) gilt, muß nicht nur rn sehr groß werden, sondern auch A = sehr 

klein sein, was auch stets der Fall ist, wenn n bei endlichem g unbegrenzt wächst. 
Ist aber die Wahrscheinlichkeit 9 sehr klein, oder das Ereignis, um dessen Eintritt es 
sich handelt, ein sehr seltenes, so kann es geschehen, daß auch bei sehr großem n 
das A keineswegs klein wird. Da p bei sehr kleinem g nahe an 1 liegt, so hat man in 
diesem Fall: 


Ist dann g so klein, daß ng keine sehr große Zahl, sondern von der Größenordnung 
I ist, so würde die Anwendung der Laplaceschen Formel (1') eine sehr große Abwei- 
chung gegenüber der richtigen durch die Newtonsche Formel gerebene Wahrseheinlichkeit 
ergeben. Dieser Ueberlegung folgend, hat Poisson neben dem Laplaceschen Grenz- 
übergang (1') den anderen ins Auge gefaßt, daß qg mit wachsendem n wie I/n klein wird, 
d.h. ng festgehalten wird. Unter dieser Annahme bleiben sowohl der Mittelwert 
a=ng als auch die Streuung s’—= np4 bei unbegrenzt wachsendem rn endlich, so daß 
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eine Koordinatentransiormation wie («) die dazu dient, in der neuen Variabeln endlichen 
Mittelwert und endliche Streuung zu erzielen, hier unnötig ist. 


Dieser Grenzübergang 
ist viel einfacher als der Laplacesche und führt zu der Formel: 


x: 
Man bezeichnet (I), da für sie die Kleinheit von g charakteristisch ist, als Formel für 
die Wahrscheinlichkeit seltener Ereignisse oder auch nach L. v. Bortkiewitsch') 
als »Gesetz der kleinen Zahlen«. 

Der Formel (1) und den an sie angeschlossenen Grenzwertformeln (1’) und (1") des 
Bernoullischen Gedankenkreises kann man analoge Ueberlegungen hinsichtlich der 
zweiten großen Problemgruppe, der Bayesschen gegenüberstellen. Wir wollen auch das 
Bavessche Problem im »Urnenschema« erklären. Kine Reihe von Urnen enthalte schwarze 
und weiße Kugeln in verschiedenen Mischungsverhältnissen. In rn Zügen, (vor denen 
stets die früher gezogene Kugel zurückgelegt wird) aus einer Urne sei nı-mal »weiß 
gezogen worden. Gefragt wird nach der Wahrscheinlichkeit w, (x) dafür, daß in der 
Urne, aus der die n Ziehungen erfolgt sind, die Wahrscheinlichkeit eines 
weißen Zuges gerade x ist, oder, wie wir auch sagen wollen, das Mischungsverhältnis 
x herrscht. Man nennt w, (x) auch die Wahrscheinlichkeit des Rückschlusses auf das 
Mischungsverhältnis x; von einem anderen Gesichtspunkt aus bezeichnet man sie als 
Wahrscheinlichkeit »a posteriori« zum Unterschied von der Wahrscheinlichkeit »a priori« 
v(ax); dieses v (x) ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß man beim Ziehen unter allen 
möglichen Urnen, die man sich unterscheidbar vorzustellen hat, gerade eine trifft, in der 
das Mischungsverbältnis & herrscht. Man wird oft v als konstant annehmen, d.h. es als 
gleich wahrscheinlich hinstellen, beim Ziehen eine beliebige der Urnen zu ergreifen. Jeden- 
falls aber muß v gegeben sein. Die Lösung wird geleistet durch die Bavessche Formel: 

(2) = (a) ar (1 — - (1 — (2a). 

Ist die a priori-Verteilung nicht durch Einzelwahrscheinlichkeiten gegeben, sondern 

durch eine Wahrscheinlichkeitsdichte v(x&), so ist auch das Resultat eine geometrische 


Wahrscheinlichkeit :c, (x) und an Stelle der Summe tritt bei der Bestimmung der Kon- 
stanuten ein Integral: 
1 
\ 


Ist die a priori-Wahrscheinlichkeit konstant, so fällt sie in (2) und (2a) fort, da sie sich 
im Zähler und Nenner weghebt 

Die in (2) und (2a) auftretende Funktion von x, mit der wir uns etwas genauer 
beschäftigen müssen, hat bei und = 1 eine Nullstelle von der Ordnung nı bzw. 
(n—n,). Im Innern dieses Intervalls besitzt sie ein Maximum, für dessen Lage folgendes 
gilt: Sind für x alle Werte zwischen 0 und 1 a priori gleich wahrscheinlich, so liegt 
die größte Wahrscheinlichkeitsdichte a posteriori an der Stelle „,:r. Sind nur einzelne 
diskrete &-Werte a priori möglich und diese alle gleich wahrscheinlich, so ist a posteriori 
der wahrscheinlichste Wert von x einer der beiden Werte, die der Zahl n,:n am nächsten 
liegen. Wir werden hier vor allem mit dem kontinuierlichen Problem (2) zu tun haben. 

Die Verwendung der Bavesschen Formel (2) bei großem n führt ebenso zu 
Schwierigkeiten wie die von (l). Laplace hat daher auch diese Formel (allerdings nur 
unter der Annahme v —=konst.) einer ähnlichen Untersuchung unterworfen wie die 
Newtonsche. Seiner Annahme gemäß soll bei Uebergang zu unendlichem n auch nı 
unbegrenzt wachsen, in der Weise, daß das Verhältnis m :n—« konstant bleibt, 
Hier bleibt, anders als beim Bernoullischen Problem, der Mittelwert « bei unbegrenzt 
wachsendem n stets endlich, die Streuung s,” wird wie 1/n klein. Man führt 


Yall —a) 


') vergl. L.. v. Bortkiewitsch, »Das Gesetz der kleinen Zahlen«. Leipzie. B. G. Teubner. 
1898. Dort wird die bis dahin in ihrer Bedeutung für die Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik 
nicht entsprechend gewürdigte Formel (I) an vielen statistischen 


Beispielen erläutert und es werden 
auch Tafeln für die Poissonsche Funktion gegeben. 
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als neue Veränderliche ein, dehnt also die Abszissen im Maßstab Un: l, um in « end- 
liche Streuung zu erzielen. Es ergibt sich die zu (1’) analoge Laplace-Bayessche 


lim Un +? = e 
n—> n 
bzw. n (x—.a)? 
n 2 
(8) — e ?ell-e) 
2ali—a)ı 


Die Wahrscheinlichkeit 0, (x) eines Rückschlusses folgt also bei genügend großem 
n ebenfalls einem Gaußschen Gesetz. Wie v. Mises gezeigt hat'), gilt (2’) [und somit 
auch (2")] auch bei beliebiger, nicht konstanter a priori-Wahrscheinlichkeit, wenn nur v (X) 
als beschränkte, an der Stelle e—=« stetige und nicht verschwindende Funktion voraus- 
gesetzt wird. Es wird dann lim w, (x), wıe (2') zeigt, gänzlich unabhängig von der 


N > Rn 
a priori-Wahrscheinlichkeit v (x). Formel (2') hat, anders als (1'), nur mehr für 
geometrische Wahrscheinlichkeiten einen Sınn (weil ihre Ableitung unter Voraussetzung 
eines kontinuierlichen » durchgeführt wird), d.h. links in (2') steht stets eine Wahr- 
scheinlichkeitsdichte — nicht wie in (1’) eine Einz-lwahrscheinlichkeit. Man erhält da- 
her bei Berechnung eines w, (x) für gegebene x-Werte Zahlen, die auch größer als | 
sein können. 


2. Wahrscheinlichkeit des Rückschlusses bei festem n.. Nach dem Bisherigen 
ist es nahbeliegend, den Formeln (2) und (2) nun eine zu (1) analoge Formel (II) zur 
Seite zu stellen, die einen Rückschluß im Falle seltener Kreignisse gestaittett. Nehmen 
wir an, n wachse wieder unbegrenzt, aber n, bleibe dabei endlich, was dem Fall 
entspricht, daß bei sehr häufirer n maliger Wiederholung einer Alternative ein bestimmtes 
Ereignis, etwa das Ziehen einer weißen Kugel, doch nur einige Male eintritt, während 
die Anzahl n— n, des Ziehens der schwarzen Kugel in der Größenordnung von n selbst 
liegt; "= « strebt also zegen Null. Wir gehen aus von der Formel (2) für geometrische 


n 


Wahrscheinlichkeiten: 


Während bei Ableitung der Laplaceschen Formel das Intervall (0,1) nach Ver- 
legung der Anfangspunkte in den Punkt @ noch proportional Vn m wurde, so daß 


sich in (2’) die Glockenkurve e für die Variable — - ‚ergab, müssen 
2a — 


wir hier das Intervall proportional n dehnen, ohne aber eine Verlegung des Koordinaten- 
ny 


Anfangspunktes vorzunehmen. Es geht nämlich in unserem Fall «= —, was bei großem 
n 


all—a) (1-a) 
n im wesentlichen dem Mittelwert entspricht, mit wachsendem n gegen Null, — — — -! . 
n n 
aber wird mit wachsendem n, da 1—« gegen 1 geht und nı endlich bleibt, wie 1/n? 
klein, nicht wie früher beim Laplaceschen Grenzübergang wie 1/n; um also wieder in 
der neuen Variabeln endliche Streuung zu erzielen, fübren wir 
u 
u=ng. wobei =-. . . 0.0. l(8) 
n 
als neue Variable ein. Dann wird: 


Läßt man jetzt n unbegrenzt wachsen, während u <{ U, bleibt, wobei U, eine beliebig 
große aber feste Zahl bezeichnet, so geht, weil x, endlich ist, die rechte Seite gegen 

Wie man sieht, ergibt sich auch hier im limes die Unabhängigkeit von der a priori- 
Wahrscheinlichkeit » (x). Die Konstante (,." bestimmen wir aus der Bedingung, 
daß für alle n 1 


0 


F | 
| 
v. Mises, c. 1) S. 84 
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Setzen wir hier für zo, (&) den Ausdruck (ec) ein, so entsteht 


/ 


n 
0 0 


Das Verfahren, nach dem hier die Konstante berechnet wurde, ist nicht korrekt, 
da der limes-Ausdruck (ce) nur für jeden endlichen Bereich « < U, abgeleitet war, dann 
aber bei der Integration in (e) auf das unendliche Intervall angewandt wurde Man 
muß, um (e) korrekt zu begründen, (ähnlich wie das bei Ableitung von (2) notwendig 
ist) zeigen, daß sich immer ein so schmaler Bereich (0, x,) abgrenzen läßt, daß bei An- 
nahme des (C,'-Wertes aus (e) das über diesen Bereich erstreckte Integral von ır, sich 
bei wachsendem n beliebig wenig von 1 unterscheidet, und daß andererseits das 
Integral von &ı bis 1.für jedes feste &ı > 0 bei wachsendem n beliebig klein wird. Um 
dies einzusehen, gehen wir auf die exakte Gl. (b) zurück. Das dort auftretende Glied 
( 2 -\" = (— )" kommt für hinlänglich kleines x < x beliebig nahe an 1, liegt also 
n—u 
etwa bei beliebig vorgegebenem positivem 7 zwischen 1 und 1-+». Wir integrieren 
dann (b) von 0 bis x, nachdem wir vorher mit dem aus (e) folgenden Wert von 


(„= ; multipliziert haben. Das gibt nach dem ersten Mittelwertsatz der Integral- 
v (0) 
rechnung, wenn v einen Mittelwert von v(x) im Intervall (0,0) und ./ das Integral 
n 
J= — -) du bezeichnet: 
J m! n n 
v (0) +9) M) 
Ö 


Die Faktoren vor dem Integral in den Außengliedern dieser Ungleichung können durch 
Wahl eines hinreichend kleinen x, beliebig nahe an 1 gebracht werden, da voraus- 
setzungsgemäß v an der Stelle x = 0 stetig ist und nicht verschwindet. Für das Integral 
J erkennt man aber dasselbe durch n-malige partielle Integration; denn es ist 


n n u\r +1 


2 n n +1 n 
‘ 


n? n+?2 


n+?) 
u\ntrn, +1 


| 
l» 
(n+1)(n+2)...n+nı +1) n 


Alle Glieder mit Ausnahme des letzten enthalten sowohl den Faktor « und verschwinden 
daher an der unteren Grenze, wie auch den Faktor (1 — u/n)". Dieser wird an der oberen 


Grenze für = uw, beliebig klein, wenn man (nach Wahl von &) n so stark wachsen 
läßt, daß 


hinreichend klein ist. Ebenso verschwindet für unbeschränkt wachsendes n das letzte 


Glied an der oberen Grenze, und an der unteren Grenze ergibt es, da nı endlich ist 


’ 
gerade nı! 


1 


Daß schließlich fe dx bei Annahme von C!—=n:/|n.!v(0)| mit wachsendem n 


i 
für jedes x; > 0 beliebig klein wird, obgleich €, proportional n wächst, folgt auch aus 
der in (g) durchgeführten partiellen Integration. Bezeichnen wir mit J, das Integral: 


1 
n 
J= ) du 
n n 


1 


| 
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so gilt: | 
- Umax 
[ °C) d Jı . . . (h). 
v (0) 


Integriert man J, ebenso wie früher J partiell, so tritt in allen Summanden 


-] 
u (1 als Faktor auf. Wegen v=nx sind jetzt alle Summanden an der 
n 


obern Grenze | gleich Null, an der untern Grenze verschwinden sie bei beliebig kleinem 
aber festem xı mit e=""i, so daß in der Tat lim Jı =. 


lassen wir nunmehr (c) und (e) zusammen, so erhalten wir als Schlußergebnis: 
oder als Näherungsformel für große n: 
\ 


Wir sprechen das Resultat in einem Satze aus, in dem wir für die Variable nx& —= u den 
üblichen Ausdruck »Erwartungswert« verwenden: Ist bei sehr großer Wiederholungs- 
zahl n einer Alternative der Eintritt des Ereignisses in nur n, Fällen be- 
obachtet worden, so ist die Wahrscheinlichkeitsdichte dafür, daß der Er- 


wartungswert des Ereignisses bei « liegt, annähernd gleich — un ae 

nn eine kleine Zahl ist, gleichgültig welches die a priori-Wahrscheinlich- 
keit fürnist. Man erkennt die formale Aehnlichkeit von (II) und (l) ebenso wie ja auch 
(2') und (1) eine solehe aufweisen. Doch ist wohl zu beachten, daß (2”) eine Wahrschein- 
lichkeitsdichte liefert, die eine Funktion der stetigen Variablen & ist, während die 
ormel nur für ganzzahlige gilt. 

Bei der Ableitung der L,aplaceschen Formel (2) wird von der Endlichkeit von 


‚ wotern 


«— ' ausdrücklich Gebrauch gemacht, indem >() bei wachsendem n, mehrfach ver- 
n n 


wendet wird, so daß man also bei Anwendung von (2') bzw. (2”) im Falle eines im 
Vergleiche zu n kleinen nı recht schlechte Näherungen erwarten muß, 


Abb. la. Ordinateneinheit gleich I cm. Abb. 1b. ÖOrdinateneinheit gleich 1 mm. 


3. Anwendungen und Zusätze. Abb. 1 zeigt in a) und b) nebeneinander für 
n=10, nı=1 und für n= 100, nı =1 je drei Kurven, nämlich die exakte nach (2) 
(mit »—konst ) gerechnete Wahrscheinlichkeitsdichte , (x) (ausgezogen) die nach (2”) 
gerechnete (strichpunktiert) und die nach (2) gerechnete (gestrichelt). Der Maßstab ist 
für die Abszissen in b) zehnmal größer, für die Ordinaten zehnmal kleiner als in a), so 
daß die Abb. a) und b) in ungefähr gleicher Größe erscheinen. Während bei n = 10 die 
Uebereinstimmung von (2) und (Il), wie zu erwarten, noch keine sehr gute ist, ist schon 
bei »— 100, die exakte Kurve von der Näherungskurve wenig zu unterscheiden. Die 


Näherungskurve verläuft vor dem bei = a I erreichten Maximum an ein wenig 
0 
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unterhalb der exakten, und hält sich auch nach Passierung des Maximums zu nächst noch 
unterhalb dieser. Fast genau beiu=3 kreuzen sich die beiden Kurven und die Nähe- 
rungskurve verläuft von da an etwas oberhalb der exakten. Die Laplacesche Kurve 
zeigt einen von der exakten recht verschiedenen Verlauf. 


Mittelwert « und Streuung s? der durch (2") bzw. (II) gegebenen Verteilung lassen 
sich leicht bestimmen. Es ist 


1 1 on 
n n n 
0 
und 
) 1 
(nı + 1) (nı + 2 (nı + nı +1 
n® 
0 


Man sieht, daß der Mittelwert hier mit der Stelle des Maximums die bei nı = u liegt, 
nicht genau zusammenfällt, sondern bei u—n, + 1 liegt Das ist ein Unterschied nicht 
nur gegenüber der Gaußschen Verteilung sondern auch gegenüber der durch (I) gegebenen 
Poissonschen Verteilung. Man kann leicht ausrechnen, daß bei diesen Verteilungen 
Mittelwert und Streuung genau den Wert a besitzen. 

Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß der gesuchte Erwartungswert höchstens den 
Wert u besitzt, ist gegeben durch das Integral 


u 


1 7 
J (nı, u) = du 


Die »Summenfunktion« J(n,, w) wächst natürlich monoton vom Werte O0 bis zum Wert 1. 
Sie spielt für das hier behandelte Problem dieselbe Rolle, wie die Gaußsche Summen- 
funktion '/; |P (u) + 1) für das durch den Grenzübergang (?') entstehende symmetrische 
Problem. Für ganzzahlige n, läßt sich das Integral (l) in geschlossener Form auswerten. 


Man erhält für = 2, 3, 4, 5,... 
2 . u 
\ (u? 7 
+ 
6 2 
u? u? u“ 
> — + 
24 6 2 
+u+r1)e- 
‚120 24 6 2 


Rechnen wie etwa für nı =3 die Wahrscheinlichkeit dafür, daß der Erwartungswert des 


Ereignisses sich vom wahrscheinlichsten Wert, der bei v= liegt um höchstens + | 
unterscheidet, so erhalten wir: 


4 
u? 19 71 
W(2,4)= — le +-+u+ —= 0,424. 
Für W(3,5), das ist für die um + I vom Mittelwert »—= 4 entfernten Grenzen, ergibt 


sich in gleicher Weise 
W (3,5) = 0,382. 

Man kann nun weiter nach den »wabrscheinlichen Grenzen« fragen. Darunter 
versteht man bekanntlich bei einer Gaußschen Verteilung zwei symmetrisch zum Mittel- 
wert a gelegene Zahlen «+ 2,,a — %, für die W(a — ., a + &%) — 0,5 ist; es ist dann 
ebenso wahrscheinlich, daß die fragliche Variable z innerhalb der » wahrscheinlichen 
Grenzen« liegt, wie daß sie außerhalb derselben liegt. In unserm Fall ist die Ver- 
teilung nicht symmetrisch und überdies fällt der wahrscheinliche Wert mit dem Mittelwert 
nicht zusammen. Es bleibt daher zunächst unbestimmt, was man unter den »wahrschein- 
lichen Grenzen« verstehen soll. Wir können etwa zwei Zahlen & und 7 bestimmen, so 
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daß W (nm — S,nı) = W (nı, nı + 7) = 0,25, wobei also Wn (nm — S,nı + n)—= 0,5 ist. 
Dies führt auf die zwei transzendenten Gleichungen für «: 

J (nı, u) — J nı) = =# 0,25. 
In dem hier betrachteten Spezialfall », = 3 lautet die erste Gleichung: 

3 2 

13 

1) (0,25 + — 

6 2 e3 
und daraus wird nach einfacher Umformung: 

+6uU+6 

log ( ) = u. 
log e ba 


In dieser Form kann man die Gleichung durch Iteration beliebig genau lösen; rechnet 
man nur eine Dezimale, so kommt «= 1,3. Die zweite transzendente Gleichung lautet: 
u’ u? 13 

2 +u+1)= z 

23 


6 2 


— 0,25 = P 
und ergibt als Lösung « = 4,2. Man kann also das Intervall (1,5; 4,2) als das Intervall 
der wahrscheinlichen Grenzen ansehen. Bei genauerer Berechnung zeigt sich natürlich, 
daß die wahrscheinlichen Grenzen nicht symmetrisch zum wahrscheinlichsten Wert 
liegen. Bei zwei Dezimalen kommt: (1,76; 4,19). 

Für das in (l) auftretende Integral sind von K. Pearson Tafeln herausgegeben 
worden '), Während das Integral 


et ar dx =p! (p+ 1) 
die gewöhnliche /-Funktion darstellt, wird 


fe: erde=I,(p-+1) 
als »unvollständige / -Funktion« bezeichnet. Das von uns oben benutzte Integral J (nı, «) 
drückt sich durch /', so aus: | T,.(p +1) 
(p+1) 


Die Pearsonschen Tafeln geben J(x,p) mit p und = als Tafelvariabeln, 


Vp-+1 
und zwar für 0<p=<50, 0=5=<17. 

Entnehmen wir etwa die oben direkt errechneten Werte von W,„(2,4) der Tafel, 
so finden wir (S. 13) 

W„(2,4) = 0,5665299—0,1428765 —= 0,423653 
und W,. (3,5) = 0,7349741—0,3527682 = 0,332205. 

Man wird die Tafeln vor allem benutzen, wenn p = nı eine gebrochene oder eine 
nicht sehr kleine ganze Zahl ist und nur Reihenentwicklungen oder numerische Quadratur- 
methoden zum Ziele führen. Betrachten wir folgendes Beispiel: Eine Statistik der Kinder- 
selbstmorde in Preußen aus den Jahren 1869—1895, also über einen Zeitraum von 
25 Jahren erstreckt, hat in dieser Zeıt 49 Selbstmorde von Knaben, 11 von Mädchen 
unter 10 Jahren ergeben‘), Man kann nach der Wahrscheinlichkeit dafür fragen, daß 


der Ewartungswert der in 25 Jahren verübten Knabenselbstmorde zwischen 48 und 50 


45 50 
y in den Pearsonschen 
50 


50 
W (48,50) >» 0,12. 
Es besteht also eine Wahrscheinlichkeit von 12 vH für diese Annahme. Für die Annahme 
einer zwischen 10 und 12 liegenden Erwartungszahl der Mädchenselbstmorde ergibt 
sich in gleicher Weise W (10, 12) > 0,24. 
Die von uns abgeleitete Formel (II) läßt, ähnlich wie die Laplacesche (?'), eine 


unmittelbare Verallgemeinerung auf den mehrdimensionalen Fall zu. Eine solche ist 
beim Bayesschen Problem gewissermaßen noch wichtiger als beim Bernoullischen, 


liegt. Es ergibt sich, wenn man beip=49, ı = i 


Tafeln (S. 114) nachschliügt 


') K. Pearson. Tables of the incomplete /*funetion. Tondon 1922. 
®, Vgl. v. Bortkiewitsch Il. e. S. 18. 
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da das Analogon des Problems, das das allgemeine eindimensionale Bernoullische 
bildet, schon ein mehrdimensionales Bayessches Problem ist: Die Urne, aus der 
n-mal gezogen wird, enthalte nicht nur schwarze und weiße Kugeln, bzw. mit Null und 
Eins bezeichnete Lose, sondern |], 2,... #-wertige Lose oder Kugein in den 


Mischungsverhältnissen &ı, &2, .. . so daß also die Wahrscheinlichkeit dafür, ein mit 
»eins« bzw. »zwei«....»2« bezeichnetes l,os zu ziehen, Xı bzw. x2,...x, ist. Teat- 
sächlich seien in Zügen mit 1,2,...# bezeichnete 
Kugeln gezogen worden, so daß 

Bezeichnen vı (x: ), v3 (&2) die »a priori«-Wahrscheinlichkeiten der ein- 


zelnen x-Werte, so ist die Wahrscheinlichkeit »a posteriori« (a1, &, . ı) dafür, 
daß unter Annahme der durch nı, n2,...n„ bestımmten Ziehungsrerultate die Wahr- 
scheinlichkeiten der einzelnen Losarten bei Xı, &,...%« liegen, durch die Formel 
gegeben: 

wobei C, durch ein (x — 1)-faches Integral gegeben ist, analog wie in (2). 

Vollzieht man nun den Grenzübergang zu unendlichem nr derart, daß gleich- 
zeitig mit n alle nı, ne, ... nn. unbegrenzt wachsen, so ergibt sich bekanntlich eine 
zu analoge Formel (3’), ein Gaußsches Gesetz. 

Für den Fall aber, daß (*— 1) unter den n, etwa nı,n2,...nx-ı beim Grenz- 
übergang endlich bleiben und nur die Anzahl n, der Ziehungen einer der Kugeln 
etwa der #-ten die Größenordnung von n besitzt, können wir einen Grenzüber- 
gang analog zu (II) durchführen. Setzt man: 


u 
. . . . . (m), 


so wird: 


( n "6 u +... (n). 
n— (u +...+ n 
Läßt man jetzt n unbegrenzt wachsen, während alle « Y’=1,2...(2—1)] absolut 
kleiner als eine feste Zahl U, bleiben, so kommt 


man sieht, daß rechts einfach lauter Produkte der in (c) aufgetretenen Ausdrücke er- 
scheinen; somit ist die Konstante mittelbar bestimmt und man erhält als Resultat die 


Al 
w 
n 


bzw. die Näherungsiormel: 
nr—1 n n 


n|. Nn.—1! 


Von hier aus könnte man auf das Analogon des wichtigen allgemeinen Satzes kommen, 


der häufig als Laplace-Bienavmcscher Satz bezeichnet wird. Setzt man — mit 
unsern Bezeichnungen: x x 


m=]1 m==]1 

so wird nach der Wahrscheinlichkeitsdichte v, (x) dafür gefragt, daß die Abweichung 
X— A des »wahren« Mittelwertes X vom »s heinbaren« A bei x liegt. Es ergibt sich 
bei dem üblichen Grenzübergang, daß v,(x) einem eindimensionalen Gaußschen Gesetz 
folgt. Die analoge Fragestellung würde in unserm Fall auf ein eindimensionales 
Poissonsches Gesetz führen. Doch wollen wir darauf nicht mehr eingehen. 

. Formeln wie (I), (II), (III) treten an Stelle der Gaußschen Formeln in Fällen, 
wo gewissermaßen eine Äsymmetrie auftritt, wo die Verteilungsannahmen derartige sind, 
daß auch im L.imes die Grenzverteilung nicht symmetrisch zum Mittelwert liegt. In 
solchen Fällen wird an Stelle des symmetrischen Gaußschen Verteilungsgesetzes ein 
dem Poissonschen Verteilungsgesetz (I) analoges aufzusuchen sein. 559 
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Analysis der möglichen Beschleunigungszustände 
eines komplan bewegten starren ebenen Systems. 


Von LUDWIG BURMESTER in München. 


Mit einer Tafel. 


1. Erklärungen. Die Gesamtheit aller in einer Ebene liegenden Punkte, die ihre 
gegenseitige l,age nicht ändern, heißt ein starres ebenes System, und ein komplan 
bewegtes, wenn es sich in einer Ebene bewegt. In jeder augenblicklichen Bewegung des 
starren ebenen System bilden die Endpunkte der während eines Zeitelementes entstehenden 
(reschwindigkeiten der Systempunkte den Geschwindigkeitszustand und die Endpunkte 
der während zweier Zeitelemente entstehenden Beschleunigungen den Beschleunigungs- 
zustand dieses Systems. Fürderhin werden wir diese Endpunkte beziehlich die Ge- 
schwindigkeitspunkte und die Beschleunigungspunkte nennen. 


Eine augenblickliche komplane Bewegung eines starren ebenen System wird in Fig. 1, 
Tafel 5 allgemein bestimmt durch zwei Systemkurven f', /, deren Krümmittelpunkte die System- 
punkte #, L sind, und beziehlich an den festen Kurven y',}' gleiten, zu denen die Krüm- 
mittelpunkte ®, A gehören. Die Systempunkte F, L bewegen sich dann auf Bahnkurven 
deren Krümmradien sind. Demnach können wir während zweier Zeitelemente 
das Viereck PD FLNA als ein Gelenkviereck mit unveränderlichen Seitenlängen oder als 
ein Kurbelgetriebe betrachten, bei dem sich die Arme ® F, /\ L um die festen Punkte PD, \ 
drehen und die Systemstrecke FL die Koppel ist. 


Die Konstruktion der Beschleunigungen werden wir in organischem Zusammenhang 
mit der so kinematisch bestimmten Bewegung ableiten. In dieser Weise gelangen wir 
anschaulich zur Kenntnis der mannigfaltigen augenblicklichen Beschleunigungszustände 
und zu einer höheren Entwicklung der Kinematik, die dadurch zu höherer Anwendbarkeit 
befähigt wird. Denn die Darlegungen werden ergeben, daß jeder dem Systempunkt F' 
erteilten beliebigen Beschleunignng Z#'F, im allgemeinen eindeutig eine Beschleunigung 
/,L, des Svstempunktes /, entspricht und umgekehrt. daß ferner die Beschleunigungs- 
punkte der erteilten Beschleunigungen und die Beschleunigungspunkte der entsprechenden 
Beschleunigungen zwei affıne ebene Systeme bilden, aus denen bedeutungsvolle Folgerungen 
hervorgehen. Bei dieser erweiterten Betrachtung sind zu unterscheiden: die wirklichen 
Beschleunigungen, welche bezüglich der Tangenten /,, t; in den Punkten 7, Z an den 
Bahnkurven 4%, nach der Seite des Krümmittelpunktes und die uneigentlichen Be- 
schleunigungen, welche nach der anderen Seite gewendet liegen. 


3ei den Konstruktionen der Beschleunigungen wird hauptsächlich die mittlere 
Proportionale in Betracht kommen, und dabei aus zweien Strecken die dritte zu konstruieren; 
deshalb wollen wir die sich hinauf beziehenden, bekannten einfachen Konstruktionen zum 
leichten Verständnis der Darlegungen erörtern. 

Zu der in Fig. | gegebenen Beschleunigung F 7", des Systempunktes Z' wird vermittelst 
der Geraden, welche durch F, geht und P F im Punkte F, senkrecht schneidet, die Normal- 
beschleunigung FF, dieses Systempunktes Z' bestimmt. Die in der Tangende /; liegende 
und beispielsweise nach rechts gerichtete Geschwindigkeit F F,! des Systempunktes F ist 
dann die mittlere Proportionale der Strecken FF), F®P, also 

FFn FF FR 
pp, Within folgt 

Hiernach ergiht sich die Geschwindigkeit #F,', indem auf D F die Strecke FF, = FF, 
gemacht und über D F, vechtsseitie der Halbkreis beschrieben wird, der /, im Punkt F,' 
schneidet. Liegt der Punkt F, innerhalb der Strecke ® F, dann wird durch den über D F 
beschriebenen Halbkreis, der die Gerade F, F im Pankt V schneidet, die Geschwindigkeit 
FF' -—- FV bestimmt. Wenn die Geschwindigkeit / F,' gegeben ist, erhalten wir durch 
die auf D F,' Senkrechte F\, die in 7, trifft, die Normalbeschleunigung FF, =F 
Vermittelst der gedrehten Geschwindigkeit FF}. die in F® liegend gleich FF,! ist. 
erlangen wir die Normalbeschleunigung FF, in einer anderen Weise: Wir ziehen durch 
die Punkte Fi. D zwei beliebige Parallele, welche von einer beliebigen durch F ge- 


| 
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zogenen Gerade in den Punkten X, Y, geschnitten werden, und feraer zu Y F, die 
Parallele X F, bis an ®F. Denn wegen der Proportionen 

FFn_ FX_ Fr 

FFv FY Fo» 

Wenn die Normalbeschleunigung FF, und die Geschwindigkeit Z/ F,' oder die 
gedrehte Geschwindigkeit FF, gegeben ist, so folgt umgekehrt aus diesen beiden 
Konstruktionen der Krümmradius F® 

Der Schnittpunkt J der Geraden ®F, AL ist der Pol, um den sich das starre 
ebene System während eines Zeitelementes dreht; folglich gehen nach dem Pol die Normalen 
der Bahnkurven aller Systempunkte, und ihre Geschwindigkeiten sind proportional den 
Abständen der Systempunkte von dem Pol. Demnach wird durch die zu FZ Parallele 
F, die A in trifft, die gedrehte Geschwindigkeit L, des Systempunktes und 
auf der Tangende /, an Bahnkurve / seine Geschwindigkeit L /,'—= L_L, bestimmt. Ebenso 
ergibt sich auch für einen anderen beliebigen Systempunkt D auf der Normale DB seiner 
Bahnkurve Ö die gedrehte Geschwindigkeit D D, und auf der Tangente /, an Ö die Ge- 
schwindigkeit DD,' = DD. 

Bezeichnen wir das bewegte starre ebene System mit S und das ebene System der 
Endpunkte . . der gedrehten Geschwindigkeiten mit so sind die beiden 
Systeme S, S, homothetisch äbnlich in bezug auf den Pol ® als Aehnlichkeitspunkt. Be- 
zeichnen wir ferner das System der Geschwindigkeitspunkte Fy!, L,', D,', . . mit S,', dann 
sind 8, S,' ähnliche Systeme und der Pol ® ist ihr selbstentsprechender Punkt mit der 
Geschwindigkeit gleich Null. Demnach ist’ das System der ebenso bezeichnete Ge- 
schwindigkeitszustand $,' des komplan bewegten Systems S, wobei für die Geschwindig- 
keiten gleich Null der Geschwindigkeitszustand mit S identisch ist. 

Denken wir uns für den Systempunkt Z’ auf der Tangente /,; mit der Geschwindigkeit 
gleich Null beginnend eine unendliche Reihe Geschwindigkeitspunkte Z', F\,!, F,’, ... ange- 
nommen, dann sind zu dieser Reihe die entsprechenden auf den Tangenten /,, /. liegenden 
unendlichen Reihen der Geschwindigkeitspunkte Z, Z/,',L”, ... una D, D,!, D,?,... ähnlich, 
mithin auch die entsprechenden Geschwindigkeitszustände 8,', . . ähnlich, und der 
Pol ® ist ihr gemeinsamer selbstentsprechender Punkt. Nehmen wir nun an, daß ein Ge- 
schwindigkeitspunkt sich auf einer Tangente bewegt, dann vollziehen alle Geschwindig- 
keitspunkte ähnliche Bewegungen auf den anderen Tangenten und der Pol ® bleibt unver- 
ändert. Der so entstehende Bewegungsvorgang ist die geradlinige Bewegung eines ähnlich- 
veränderlichen ebenen Systems, in dem der Pol ein ruhender Phasenpunkt ist'),. Hiernach 
folgt: 

Bei dem kompian bewegten starren ebenen System gibt es während je 
eines Zeitelements einiach-unendlich viele mögliche Geschwindigkeitszu- 
stände, welehe die Systemphasen des geradlinig bewegten ähnlich-veränder- 
lichen ebenen Systems sind, in dem der Pol der ruhende Phasenpunkt und 
das starre ebene System die anfängliche Svstemphase ist. 


2. Ableitung der Konstruktionen der Beschleunigung vermittelst der 
Geschwindigkeit. Um in Fig. 2 zu einer gegebenen Beschleunigung FF des System- 
punktes F die entsprechende Beschleunigung LL, des Systempunktes ZL des komplan 
bewegten starren ebenen Systems abzuleiten, denken wir uns diesem System eine unendlich 
kleine Parallelbewegung erteilt, bei der die Geschwindigkeit entgegensetzt gleich der 
Geschwindigkeit des Systempunktes F'\, und die Beschleunigung entgegensetzt gleich dessen 
Beschleunigung ist; dann befindet sich der Systempunkt F während zweier Zeitelemente 
in Ruhe, und das starre ebene System kat sich indessen um F relativ in bezug auf die 
anfängliche Lage FL gedreht. Bei dieser Parallelbewegung ist die relative Geschwindigkeit 
des Systempunktes Z gleich der geometrischen Summe seiner wirklichen Geschwin tigkeit 
und der entgegengesetzten des Systempunktes /', ferner ist die relative Beschleunigung 
des Systempunktes /, gleich der geometrischen Summe seiner wirklichen Beschleunigung 
und der entgegesetzten Beschleunigung des Systempunktes /". 

Behufs der zu einer gegebenen Beschleunigung FF, die entsprechende ZZ, ver- 
mittelst der gegebenen gedrehten Geschwindigkeit F F\. zu konstruieren, ziehen wir zu 

') Siehe L. Burmester, Lehrbuch der Kinematik 1888, S. 875; ferner dessen Mitteilungen in 
Zeitschrift für Mathomatik und Physik. 1874, Bd. 19, S. 154. Civilingenieur 1878, Bd. 24, S. 152. 
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FL die Parallele 7, /, bis an /Ä_ZL, ferner zu ® F die Parallele /, Y, bis an FL, dann 
ist Z Y, die gedrehte relative Geschwindigkeit des Systempunktes /,; denn wegen /, Yı 

LI, % und folgt F,1l. Um die in FL 
liegende nach / gerichtete relative Normalbeschleunigung /,Y, von /, zu konstruieren, 
errichten wir die in Z auf FL Senkrechte Z Y,— ZY,; dann ist ZY, die relative Ge- 
schwindigkeit von /; ferner ziehen wir die auf FY, Senkrechte Y,Y, bis an 7: demnach 
ist die Strecke /,Y, LW”ZLF, und auf F machen wir AY,— Vermittelst der 
gedrehten Geschwindigkeit Z Z. des Systempunktes /, wird dessen Normalbeschleunigung 
L I. /\ bestimmt, und in der auf in senkrechten Geraden | befindet 
sich der Beschleunigungspunkt der sich ergibt, indem wir die Strecke Y„ FF; macher, 
wobei auch die za Parallele F, dienen kann, und dann durch die auf F/ 
senkrechte Gerade ;, ziehen, welche die Gerade | in dem Punkt 7, schneidet, ferner durch 
ihn die Beschleunigung /, /, ziehen. Denn wenn wir noch die zu F;Y, Parallele Z,V, 
bis an die in Y, auf /"Z senkrechte Gerade ziehen, so wird die relative Beschleunigung 
LY, des Systempunktes /, bestimmt, weil  FY FF, und in den Dreieck 
LL,Y, die Seite LL+ LL-+ Und das entspricht jener gedachten 
Parallelbewegung. 

Ziehen wir zu / L die Parallele 7, %, bis an /"Z, dann ist FF, die gedrehte 
relative Geschwindigkeit des sich um / drebenden Systempunktes F und seine nach ZI 
gerichtete relative Normalbeschleunigurg FY,—F%u /FL. Ferner ist wegen der kongruenten 
Dreiecke Fi. Z auch FA Y„ZL; mithin —=XY,ZL. Die relativen Normal- 
beschleunigungen F %,, der Systempunkte /, Z sind also entgegengesetzt gleich. 

Umgekehrt kann auch in gleicher Weise vermittelst der gedrehten Geschwindigkeit 
7; L, zu der Beschleunigung /,L, die entsprechende F F. konstruiert werden. 

Bei den Konstruktionen der Beschleunigungen werden behufs der Ermittelung der 
meistens erforderlichen relativen Normalbeschleunigungen zur Vereinfachung Gerade ver- 
wendet, die vorzugsweise in Betracht kommen. Ziehen wir in Fig. 2 zu A L die Parallele 
F, %, bis an F/,, dann besteht die Proportion 


“ und weil 
FFy FW F FL 


ist, folgt dureh Multiplikation dieser Proportionen 
Fr 
mithin ist die Gerade F\ parallel 

Hiernach ergibt sich, indem wir F\ %, parallel Ä Z bis an FL und F\ %, parallel 
SP bis an FZ ziehen die relative Normalbeschleunigung F'%. des Systempunktes /, 
und damit wird auch die entgegengesetzt gleiche Normalbeschleunigung Z Y, des System- 
punktes Z bestimmt. Ferner ergibt sich, indem wir /, X parallel /\ # bis an FL und 
X L,„ parallel #7, ziehen die Normalbeschleunigung ZLZL,. Somit folgt die Konstruktion 
vermittelst der gedrehten Geschwindigkeit FF, zu einer Beschleunigung FF; die ent- 
sprechende Beschleunigung ZLL;: 

a) Man ziehe XL|FL und die in L, auf 
senkrechte Gerade |, ferner A, % AZ, mache und 
FF, ziehe dann durch F; die auf F/, senkrechte Gerade i, dielin Z, 
schneidet, und die Beschleunigung LL;. 

Um eine andere Konstruktion abzuleiten, wenn der Pol $ nicht erreichbar ist, ziehen 
wir zu die Parallele bis an ® F, dann sind die Vierecke 
homothetisch in bezug auf als Aehnlichkeitspunkt; folglich ist parallel und 
L X. Ferner ziehen wir I, ‘P, parallel bisan A Lund ,Y, parallel #®, dann sind 
die Dreiecke F'V, kongruent und ZY, ist gleich F, F. Hiernach ergibt sich 
die Konstruktion, die teils mit der vorigen übereinstimmt. 

b) Man ziehe FL, LX|AF, XL|FL, und die in L, auf AL 
senkrechte Gerade |, ferner AL: P|FLund 
mache FF, ziehe dann durch die auf FL senkrechte Gerade ;,, die | 
in /, schneidet, und die Beschleunigung Z ZL!). 


') F. Wittenbauer hat in seiner Graphischen Dynamik 1923, S. 87 zwei andere Konstruktionen 
vermittelst der Geschwindigkeit mit Hilfe des Beschleunigungsplanes abgeleitet und dann in jenes 
anfangs erwälhntes Kurbelgetriebe eingefügt. 
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Diese beiden Konstruktionen können umgekehrt von ZZ, zu FF, in analoger 
Weise ausgeführt werden. 


Zu erwähnen ist noch, daß aus jenen homothetisch ähnlichen Vierecken die Proportion 
folgt, mithin FW und analog ZW, — ist. 
Wenn insonderheit der Drehpol P während zweier Zeitelemente in Ruhe ist, können die 


Strecken F I, L ‘P, als die Normalbeschleunigungen der Systempunkte F, L be- 
trachtet werden. 


3. Ableitung der Konstruktionen der Beschleunigung vermittelst der 
Normalbeschleunigung. In Fig. 2 ist die Beschleunigung FF, gegeben, und die 
durch F, gehende auf ® F senkrechte Gerade f bestimmt die Normalbeschleunigung 
F F,. Um die Beschleunigung Z/_L, zu konstruieren, ziehen wir zu /Ä L die Parallele #\, N; 
bis an FL, dann sind wegen der Parallelen F, N,, F\, $, auch Fı N,, ® 5, parallel. 
Hiernach folgt die Proportion: 

FF _FN; 
FD HF 
Aus jenen bezüglich F homothetisch ähnlichen Vierecken %, %: P, BLF, 
ergibt sich die Proportion 
und durch Multiplikation der beiden Proportionen folgt 
FN 
Fb 
mithin ist 5. ® parallel N,®. 

Hiernach erhalten wir die in Fig. 3 ausgeführten Konstruktion der Beschleunigung 

L _L, vermittelst der Normalbeschleunigung 


a) Man ziehe durch F, die auf ® F senkrechte Gerade f bis an F,, ferner 
IAL,D | N,B,macheauf F Lnach Fgerichtet AL, F, ziehe PN; || 
N: L.||® F und die in L„. auf A L senkrechte Gerade |, mache Y\,F, _ FF, 


ziehe dann durch F; die auf FL senkrechte Gerade i, die lin Z, schneidet, 
und die Beschleunigung LZ. 


Diese vornehmliche, anschauliche Konstruktion, die erste ohne Verwendung der 
Geschwindigkeit, hat Th. Pöschl in anderer Weise zuerst abgeleitet‘), Da diese Kon- 
struktion bei nicht erreichbarem Pol versagt, so ist es notwendig, noch eine andere abzuleiten, 
die den Pol nicht erfordert, und diese ergibt sich in der folgenden einfachen Weise. 


In Fig. 2 ist parallel F, 7, und ® parallel N,; dann bestehen die 
Projektionen 


FU F® 
FL’ FN FR 
und beide multipliziert geben die Projektion 


FN FL 
mithin ist N; ‘P, parallel ® L. 
Hiernach erlangen wir die in Fig. 4 ausgeführte Konstruktion der Beschleunigung Z Z,. 


6) Man ziehe durch F die auf D F senkrechte Gerade f bis an F,, ferner 
F,N AL N WI®L, dann diein 
F„ auf ÄL senkrechte Gerade |, mache V,F,; FF, ziehe durch F; die auf 


FL senkrechte Gerade ö;,, die lin Z, schneidet, und die Beschleunigung LL, 


Diese beiden Konstruktionen, die auch umgekehrt werden Können, gelten nicht nur 
für die nach der Seite des Krümmittelpunktes gewendeten, wirklichen Beschleunigungen, 
sondern auch für die nach der anderen Seite gewendeten, uneigentlichen Beschleunigungen. 

In Fig. 5 ist zu einer uneigentlichen Beschleunigung FF, die beispielsweise der 
in Fig. 4 entgegengesetzt gleich ist, mit übereinstimmender Bezeichnung die entsprechende 
uneigentliche Beschleunigung konstruiert. 

Wir nehmen noch in Abb. 5 eine in der Tangente /, der Bahnkurve % liegende 


Beschleunigung F' F; an, bei der also die Normalbeschleunigung gleich Null ist, dann liegt 


) Th. Pöschl, Zeitschrift für angewandte Mathematik nnd Mechanik, Bd. 3 (1923), 8. 130. 
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demgemäß auch die entsprechende Beschleunigung Z L; in der Tangente /, der Bahnkurve 
), und jene relative Normalbeschleunigung Z, Y, ist auch gleich Null, mithin liegt der 
Punkt Y, in Z. Um in diesem besonderen Fall, der im Anfang und am Ende der Be- 

wegung des starren ebenen System eintritt, die Beschleunigung ZZ,, 
erkenntlich ist, zu konstruieren, machen wir ZL F' I F; und ziehen die auf FL Senk- 


wie strichpunktiert 


rechte L, bis an Die Dreiecke sind wegen derer entsprechenden 
aufeinander senkrechten Seiten ähnlich, und demnach folgt die Proportion FF': L L; = BF:BL 
ebenso wie für die Geschwindigkeiten der Systempunkte 7, L. Diese besonderen wirk- 
lichen Beschleunigungen / Br, L L‘; bilden die Scheide zwischen den wirklichen und den 


uneigentlichen Beschleunigungen. 

Bei den Konstruktionen der Beschleunigung handelt es sich hauptsächlich um die 
Normalbeschleunigung /. /.. und die relative Normalbeschleunigung L Y, des System- 
punktes /. Die beiden können auch in freier Weise vermittelst der Geschwindigkeiten 
und der Krümmittelpunkte ®D, A zweckmäßig konstruiert werden, wenn in jenen Konstruk- 
tionen ungenaue Schnittpunkte der Hilfsgeraden vorkommen. 


4. Die Affinität der entsprechenden Beschleunigungspunkte. Denken wir 
uns dem Systempunkt /' des bewegten starren ebenen Systems beliebig viele Beschleuni- 
gungen erteilt, dann entspricht den Konstruktionen gemäß jedem Beschleunigungspunkt für 
/' eindeutig ein Beschleunigungrpunkt für L. Jene bilden in ein ebenes System, das wir 
mit ©" und diese ein ebenes System, das wir mit ©” bezeichnen. In den beiden ebenen 
Systemen sind wegen der Beschleunigungen gleich Null auch 7, ZL entsprechende Punkte. 

Die beiden Konstruktionen «) ?) der Beschleunigungen erfordern nur das Ziehen 
paralleler Geraden zu bestimmten Geraden. Demnach entspricht in Fig. 4 einer Reihe 
von Beschleunigungspunkten auf der Geraden f eine ähnliche auf der Geraden | und 
einer Reihe von Beschleunigunrgspunkten auf einer beliebigen Geraden f eine ähn- 
liche auf der Geraden /!. Denken wir uns parallele Gerade gezogen, welche zwei Geraden 
fs f in Punktreihen schneiden, dann entspricht der Punktreihe auf f eine ähnliche auf /! 
und der Punktreihe auf /' eine ähnliche auf 7; folglich entsprechen diesen parallelen Ge- 
raden in ©’ auch parallele Gerade in ©”. Sonach ergibt sich der allgemeine Satz: 


Beidemkomplan bewegten starren ebenen System bilden dieBeschleu- 
niegungspunkte der einem Systempunkt erteilten Beschleunigungen und die 
entsprechenden Beschleunigungspunkte der Beschleunigungen für einen ent- 
sprechenden Systempunkt zwei affine ebene Systeme. 


A 


In diesen affinen Systemen entsprechen sich die Geraden FP, L \ nicht, also auch 
die auf ihnen liegenden ähnlichen Punktreihen F,F,.. und ZL, Z,... nicht; dagegen 
sind aber die in deren Punkten auf FP, L /\ Senkrechten entspiechende Geraden. 

Diese eigenartige besondere Affinität, die gestützt ist auf die vier Punkte ®, F, 7, /\ 
und durch jene Konstruktionen definiert wird, nennen wir de kinematische Affinität. 

In Fig. 6 nehmen wir in den aifinen Systemen ©”, ©’ die entsprechenden Paare 
FF', FF’ und LL), LL?’ als gegeben an, dann sind dadurch diese beiden Systeme 
bestimmt; mithin enstprechen sich die Parallelogramme FF'F?Ff, LL!'L?L‘. Um 
zu einem beliebigen Beschleunigungspunkt 7‘, dessen Koordinaten FX,, /" Y, sind, den 
entsprechenden Beschleunigungspunkt Z, zu konstruieren, machen wir ZLX,Z;' ähnlich 
"X, F' und LY;ZL? ähnlich FY, dann wird auch durch die Koordinaten X, 
Yı bestimmt. 

Behufs der Konstruktion des selbstentsprechenden Punktes der affinen Systeme ©, .&’. 
ziehen wir durch die Schnittpunkte U;', U,? der entsprechenden Parallelenpaare 7’ 7;', 
und eine Gerade, ferner durch die Schnittpunkte U? der ent- 
sprechenden Parallelenpaare FF, FF}? und ZL'L, LL eine Gerade; dann schneiden 
sich diese beiden Geraden in dem selbstentsprechenden Punkt W. Demnach werden die 
gedachten Geraden "NS, Z 5 von den zu FL Parallelen in ähnlichen Reihen ent- 
sprechender Beschleunigungspunkte geschnitten. 


5. Die Beschleunigungszustände als Phasen geradlinig bewegter ähnlich- 
veränderlicher ebener Systeme. Die zu dem während zweier Zeitelemente bewegten 
starren System gehörenden DBeschleunigungspunkte bilden ein ähnliches 
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ebenes System S;, welches der ebenso bezeichneter Beschleunigungszustand S, | 
ist. Der selbstentsprechende Punkt dieser ähnlichen Systeme S, S;, der keine Beschleuni- | 
gung hat, heißt der Beschleunigungspol. Wenn zu einer Beschleunigung /" F\, die | 
entsprechende Beschleunigung ZLL, konstruiert ist, so wird durch die ensprechenden | 
Strecken FL, F,L, zu dem System ‚S das ähnliche S, und der Beschleunigungszustand 
bestimmt. Dem Systempunkt /F' können zweilach-unendlich viele Beschleunigungen erteilt | 


werden, und jeder dieser Beschleunigungen entspricht ein Beschleunigungszustand. 
Demnach folgt der Satz: 


Bei einem komplan bewegten starren ebenen System gibt es während 


je zweier Zeitelemente zweifach-unendlich viele mögliche Beschleunigungs- 
zustände. 


Um eine Einsicht in diese Mannigjialtigekeit der Beschleunigungszustände zu er- 
langen und sie gleichsam zu entfalten, müssen wir zuvörderst den Beschleunigungspol 
konstruieren. Ina Fig. 7 nehmen wir die Beschleunigungen FF, LL, als gegeben an, 
bezeichnen den Schnittpunkt der Geraden F/',ZLL, mit @ und den Schnittpunkt der 1 
Geraden FL, F,L, mit H. Die um die vier Dreiecke GF\L, (FL, HFF, HLL, be- i 
schriebenen Kreise ka, k3,k, mit den Mittelpunkten ms, m; schneiden sich in dem 
mit S bezeichneten Beschleunigungspol, dem selbstentsprechenden Punkt der durch die | 
Strecken FL, F,L; bestimmten ähnlichen Systeme S;; und die vier Mittelpunkte liegen 


auf einem durch \ gehenden Kreis mit dem Mittelpunkt «!). Der Beschleunigungspol 

ergibt sich also als Schnittpunkt zweier dieser Kreise. Die Winkel FSZ, F,SL, sind 

gleich FGL, und die Winkel NFF, SZLL, die Beschleunigungswinkel genannt 

werden, sind gleich, weil sie auf einem Bogen \ ( des Kreises /k, stehen. Ferner 
sind die Dreiecke S FL, \F,Z, ähnlich. | 
Eine Gerade, in der eine oder mehrere Beschleunigungen eines Systempunktes | i 
liegen, nennen wir eine Richtgerade. Denken wir uns für den Systempunkt F auf 
einer Richtgeraden f, mit der Beschleunigung gleich Null beginnend, eine unendliche 8 
Reihe Beschleunigungspunkte angenommen, dann entspricht ihr für den 
Systempunkt ZL auf einer Richtgeraden / eine ähnliche unendliche Reihe ., 
und das nämliche gilt für je zwei entsprechende Richtgeraden. Für die Beschleunigung h 


gleich Null ist der Beschleunigungszustand identisch mit dem starren ebenen System $. 
Sonach werden durch diese beiden ähnlichen Reihen die ähnlichen Beschleunigungs- 
zustände 8, bestimmt. 

Nehmen wir nun an, daß in F beginnend auf der Richtgeraden / ein Beschleuni- 
gungspunkt bewegt wird, dann erfolgt auf der entsprechenden Richtgeraden / eine ähnliche ; 
Bewegung. So entsteht ein auf Richtgeraden bewegtes ähnlich-veränderliches ebenes | 
System, in dem der ruhende Phasenpunkt der gemeinsame Beschleunigungspol und das | 
starre ebene System S die anfängliche Systemphase ist. Die Gesamtheit dieser einfach- 
unendlich vielen Systemphasen nennen wir eine richtgerade Systemphasenschar h 
und die Gesamtheit der zugehörigen Beschleunigungszustände eine richtgerade Be- 
schleunigungszuständenschar; ferner nennen wir die Gesamtheit der Richtgeraden, | 
auf denen sich die Systempunkte des ähnlich-veränderlichen Systems bewegen, einen ; 
Richtgeradenkomplex. Sonach erhalten wir den Satz: 


Die zweifach-unendlich vielen möglichen Beschleunigungszustände 
eines augenblicklich komplan bewegten starren ebenen Systems bestehen aus 
einfach-unendlich vielen richtgeraden Beschleunigungszuständenscharen, a 
in denen je ein Beschleunigungspol der gemeinsame selbstentsprechende 
Punkt ist; und alle Beschleunigungsstände sind Systemphasen des auf je \ 
einem der einfach-unendlich vielen Richtgeradenkomplexe bewegten ähn- 


lich-veränderlichen ebenen Systems, und das starre ebene System ist die 
anlängliche Systemphase. 


Eine Gerade, in der mehrere Endpunkte der Beschleunigungen liegen, welche eine 
gemeinsame Normalbeschleunigung FF, haben, nennen wir eine Normalgerade. Denken 


wir uns analog, wie vorhin, für den Systempunkt F auf einer Normalgeraden | eine un- 


endliche Reihe Beschleunigungspunkte .. angenommen, dann entspricht ihr für 


den Systempunkt /, auf einer Normalgeraden | eine ähnliche unendliche Reihe Li; m 


J 


' L. Burmester, Lehrbuch der Kinematik, S. 805. 


| 


508 Burmester, Analysis der möglichen Beschleunigungszustände Math. und Mech. 


und das nämliche gilt für je zwei entsprechende Normalgeraden. Sonach werden durch 
diese beiden ähnlichen Reihen die ähnlichen Beschleunigungszustände . be- 


stimmt, in denen der gemeinsame selbstentsprechende Punkt der Beschleunigungspunkt 
des als Systempunkt betrachteten Poles ist; und seine Beschleunigung liegt in der 
(Geraden, die in ihm auf der Polbahntangente senkrecht ist und wird durch die zu der 
Normalgeraden | gehörenden Normalbeschleunigung bestimmt. 

Nehmen wir nun an, daß auf der Normalgeraden | ein Beschleunigungspunkt be- 
wegt wird, dann erfolgt auf der entsprechenden Normalgeraden | eine äbn!iche Bewegung. 
So entsteht ein auf Normalgeraden bewegtes ähnlich-veränderlich ebenen System, in dem 
der ruhende Phasenpunkt der Beschleunigungspunkt des Poles ist, und welches dem starren 
ebenen System ähnlich ist. Die Gesamtheit dieser einfach-unendlich vielen Systemphasen 
nennen wir eine normalgerade Systemphasenschar und die Gesamtheit der zugehöri- 
gen Beschleunigungszustände eine normalgerade Beschleunigungszuständenschar; 
ferner nennen wir die Gesamtheit der normalgeraden, auf denen sich die Systempunkte 
des ähnlich-veränderlichen Systems bewegen, einen Normalgeradenkomplex. Sonach 
folgt der Satz: 

Die zweifach-unendlich vielen möglichen Beschleunigungszustände 
eines augenblicklich komplan bewegten starren ebenen Systems bestehen aus 
einfach-unendlich vielen normalgeraden Beschleunigungszuständenscharen, 
in denen der Beschleunigungspunkt des Poles der gemeinsame selbstent- 
sprechende Punkt ist; und alle Beschleunigungszustände sind Systemphasen 
des auf je einen der einlach-unendlich vielen Normalgeradenkomplexe 
bewegten ähnlich-veränderlichem ebenem System, das dem starren ebenen 
System Ähnlich ist. 


Nach dieser Ordnung der zweifach-unendlich vielen Beschleunigungszustände in 
richtgeraden und in normalgeraden Beschleunigungszuständenscharen befindet sich jeder 
Beschleunigungszustand in der einen und in der anderen; gleichsam wie jedes Qnadrat 
auf einem «uadratisch linierten Blatt zu einer wagerechten und zu einer lotrechten Reihe 
gehört, aber bei dieser Metapher ist zu bedenken, daß jedes Quadrat einen unbegrenzten 
Beschleunigungszustand vertritt. 


6. Beziehungen der Beschleunigungszustände und Folgerungen. Die weitere 
Darlegung in Fie. $S erfordert zunächst dıe Konstruktion des Wendekreises, der durch das 
Kurbelgetriebe PD FL \ bestimmt ist. Die beiderseits verlängerte Koppel FL schneidet die 
Gerade ® A linksseitig im Punkt D und die durch den Pol ® gehende zu ® /\ Parallele 
rechtsseitig in dem entfernten Punkt ll. Durch Ill ziehen wir die zu PX Parallele, 


welche die Geraden ® F, /\ L beziehlich in den Pankten F" ,L‘ schneidet, ferner durch 


n 


F" die auf ® F Senkrechte fV und durch Z, die auf /\ Z Senkrechte l®; dann schnei- 
den sich diese beiden Senkrechten in dem Wendepol W, und WW ist der auf Polbahn- 
tangente Pf senkrechte Durchmesser des Wendekreises w'., Wenn die Punkte O,1U 
nicht erreichbar sind, verfahren wir, um jene Senkrechten f!, [% zu erhalten, in anderer 
Weise. Da parallel und UF) parallel ist, so sind die Punktgebilde U, 
und Q,P, ähnlich; folglich besteht die Proportion 


F F F F 
Fo 
Hiernach wird die Strecke F 7”, und analog die Strecke /, L, konstruiert. Diese 


Strecken sind somit die Normalbeschleunigungen der Systempunkte /,ZL für die .ge- 
drehten Geschwindigkeiten FW, und sind entsprechende Normalgeraden in 
den affinen Systemen ©’, 

Die gesamten Richtgeraden für den Systempunkt # bilden einen Richtgeraden- 
büschel Z’(f!, f*,..), za dem wir den affin entsprechenden Richtgeradenbüschel Z (1!,1?, . .) 


konstruieren wollen. Die in den Endpunkt F/ einer Normalbeschleunigung des System- 


N 


punktes senkrechte Normalgerade schneidet fünf Richtgerade f',f?, f’, f', f’ in den 


‚ mithin ist 7, = 


gegebenen Beschleunigungspunkten , FÜ ‚ die beispielsweise so gewählt 


J J 


 L. Burmester, Kinematik. S. 122, Fig. 140. 
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sind, daß ie in der verlängerten Geraden FL liegt, und der wegen des geringen 


Platzes nicht eingezeichnete Punkt ee mit F' vereint ist, daß ferner alle sich in 
gleichen Abständen befinden. 


3ehufs der Bestimmung der entsprechenden Richtgeraden /!,/°,/°,1',2° verfahren wir nach 
der Konstruktion £, wie die übereinstimmende Bezeichnung zeigt, und strichpunktiert gekenn- 


zeichnet ist. Dadurch erbalten wir die in L! auf /\ / senkrechte Normalgerade l’ und den 


Punkt Y.. Sodann machen wir Y F! RR’, ziehen die durch F' gehende zu f’ Par- 


allele FT F’ und durch die in der Reihe auf f’ liegende Punkte die zu F'’F' Paral- 


lelen, welche die kongruente Reihe der Punkte / liefern; ferner ziehen 


wir durch diese Punkte Senkrechte auf F, 7, welche die Normalgerade l’ in den Be- 
+93 


L; schneiden, wie z. B. die durch gehende 
Senkrechte die den auf bestimmt, somit ergeben sich die Richtgeraden 


Die auf dem Wendekreis w liegenden Systempunkte durchschreiten während zweier 
Zeitelemente Wendepunkte ihrer Bahnkurven; demnach bat jeder dieser Systempunkte 
eine Tangentialbeschleunigung, die wie seine Geschwindigkeit in der Wendetangente 
seiner Bahnkurve liegt, und durch den Wendepol ®W geht. Auf dem Wendekreis liegt 


Jeder einer gegebenen Richtgeraden entsprechender Beschleunigungspol, weil er keine 
Beschleunigung hat. 


Um den Beschleunigungspol \' zu konstruieren, welcher der Richtgeraden f' ent- 
spricht, ziehen wir durch den Wendepol W% die zu f! Parallele W X!, die den Wendekreis w 
im Punkt X! schneidet, und die Gerade K'F, die ihn in den Beschleunigungspol IS! 
trifft). Denn die Beschleunigung des Systempunktes liegt in der Geraden 
und folglich sind wegen der Parallelen f', K'W die Beschleunigungswinkel \Ff',SK'W 
eleich. So sind die den Richtgeraden f‘,f’ entsprechender, auf dem Wendekreis 
liegenden Beschleunigungspole 5°, 3°, S', konstruiert, welche die selbstentsprechen- 
den Punkte der sich auf die Richtgeradenpaare 2,f? I’, f*1t, beziehende, richt- 
geraden Beschleunigungszuständenscharen sind. 

Für die durch den Wendepol %5 gehende Richtgerade f" ist nach dieser Kon- 
struktion der Wendepol der entsprechende Beschleunigungspol, und der zugehörige Beschleu- 
nigungswinkel gleich Null; demnach gehen die durch die Richtgerade /" für alle System- 
punkte bestimmten Richtgeraden, die einen besonderen Richtgeradenkomplex bilden, 
durch den Wendepol ®. Die von den Systempunkten F,ZL nach 5 gehende Richt- 
geraden f",!% sind entsprechende Richtgeraden in den affinen Systemen ©’, ©’. Da 
ferner auch die entsprechenden Normalgeraden f",[” dureh den Wendepol gehen, so ist 


er der selbstentsprechende Punkt dieser Systeme. Hiernach ergibt sich der bedeut- 
same Salz: 


In der kinematischen Affinität ist der Wendepol der selbstent- 
sprechende Punkt. 


Der Tangente /,;, an der Bahnkurve p des Systempunktes / als Richtgerade ent- 
spricht die Tangente !;, an der Bahnkurve / des Systempunktes Z als Richtrichtgerade. 
Der durch ?, bestimmte Beschleuniguangspol liegt nach der obigen Konstruktion in dem 
Pol ®, und der Beschleunigungswinkel ist gleich 90°. Zu den über F verlängerten 
Richtgeraden gehören stumpfe Beschleunigungswinkel und dieselben Beschleunigungspole 
Su 8%,.., die also auch für die uneigentlichen Beschleunigangen gelten. Umgekehrt 
erhalten wir z.B. den der Richtgeraden !! auch entsprechenden Beschleunigungsgol ne 
indem wir die zu !' Parallele W X’ bis an den Wendekreis w ziehen, und ferner die 
Gerade X’L, die ihn in \' trifit. Hiernach kann vermittelst der Beschleunigungspole 
zu einem der affinen Richtgeradenbüschel /(f',f?,..) und /,(l',1’,..) der andere kon- 
struiert werden: Wir ziehen z.B. zu der Richtgeraden f' die Parallele WA! und die 
Gerade X!F, die nach \' geht, ferner die Gerade S'/,, die den Wendekreis in K’ trifit; 
dann ist die entsprechende Richtgerade {' parallel W X’. 


') Diese sehr einfache Konstruktion hat F. Wittenbauer zuerst mitgeteilt im Civilingenienr, 
1896, Bd. XLIT, S. 57, und auch in seiner Graphischen Dynamik, S. 37. 
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Die Gerade F/, schneidet den Wendekreis w in zwei Punkten, die doppelt be- 
zeichnet sind; der eine mit 9,AX” und der andere mit \”, X’. Betrachten wir \ als 
einen Beschleunigungspol, dann gehören zu ihm für die Punkte /', /, die entsprechenden 
Richtgeraden, die zu WXK parallel sind wegen der gleichen Beschleunigungswinkel. 
Betrachten wir auch \S als einen Beschleunigungspol, dann gehören zu ihm ebenso zwei 
entsprechende Richtgeraden, die zuW X parallel sind. Demnach ist der von den beiden 
aliinen Richtgeradenbüscheln erzeugt gedachte Kegelschnitt, der durch die Punkte F, 7, ® 
und den Schnittpunkt 0 der Tangenten f,,?; geht, wenn die Gerade F'/, den Wendekreis 
schneidet, eine Hyperbel, deren Asymptoten zu den Geraden BA’, WAT parallel sind. 
Berührt die Gerade F/, den Wendekreis, daun liegen diese beiden Geraden vereint in 
der vom Berührpunkt nach dem Wendepol gehenden Gerade, und der Kegelschnitt ist 
eine Parabel, deren Achse zu dieser Geraden parallel ist. Wenn die Gerade F'/, den 
Wendekreis nicht schneidet, so sind die Geraden WK', WA” imaginär und der Kegel- 
schnitt ist eine Ellipse. 

Um nach den beiden Konstruktionen der entsprechenden Richtgeraden der ajfinen 
Richtgeradenbüschel noch eine dritte auszuführen, bezeichnen wir die Beschleunigungs- 
punkte, in denen die Normalgerade j” den Richtgeradenbüschel F'(f',f?,...) schneidet, 


3w ‚dw . . . 
mit und die Beschleunigungspunkte, in denen die Normal- 


den Richtgeradenbüschel Z (2!,1?,..) schneidet mit /, ‚L; a ‚E 


Da sich in dem Wendepol W als EN Punkt zwei REP Punkte 


v ) 
dieser ähnlichen Reihen befinden, so sind die Geraden .. parallel 


und senkrecht auf F'Z, wie sich aus der allgemeinen Konstinkiion 5 ergibt. Indem wir 
also diese auf F'Z, Senkrechte ziehen, erhalten wir durch die Beschleunigungspunkte 


.. den Richtgeradenbüschel /, (1!,12, . .). 
In den Punkten /, // auf Geraden \% O schneiden sich beziehlich.die auf ®D Fin den 
Punkten Z/. F’ senkrechten Normalgeraden f’,f’’ und die auf \ Z in den Punkten 


L,,, L, senkrechten Normalgeraden l/,1!’; denn sie sind entsprechende Gerade in den 
affinen Systems ©’, ©’. Die affinen Richtgeradenbüschel Fifl,f?,..), L(4,2,..) werden 


von }’, l’ beziehlich in den entsprechenden ähnlichen Reihen der Beschleunigungspunkte 
‚2 ‚3 2I r3 5 


ziehlich in den entsprechenden äunlichen Reihen der Beschleunigungspunkte er, 


2 11 ‚4 /I 577 = 311 4/1 


weise wird die sich auf die Kielhzaraden /',!! beziehende richtgerade Beschleunigungs- 


veranschaulicht, wenn man diese Dreiecke auf ein besonderes Blatt ah: Sin auch 

die sich auf Pl: beziehende richtger de Beschleunigungszuständeschar durch die ähnlichen 

Dreiecke 3 FL, \2 L; ”F; 5 F' 

Die in den von Fund Z nach dem gehenden Richtgeraden 
findlichen ähnlichen Reihen der entsprechenden Beschleunigungspunkte liegen, in Perallelen 
zu FL, weil W ein selbstentsprechender Pankt ist. Demnach entsteht für diese besonderen 
entsprechenden Richtgeraden eine homothetische richtgerade Beschleunigungs- 
zuständenschar von der ein Beschleunigungszustand in dem Wendepol zusammenschrumpft. 


Die Beschleunigungen des als Systempunkt betrachteten, auf den Wendekreis be- 
findlichen Poles P liegen auf dem Durchmesser ® ”, und werden bestimmt durch die zu 


ähnlichen Dreiecke L; und 9%. Denn dieses letzte 


ist auch ähnlich zu "ZW, weil ihre homolvgen Seiten ale senkrecht sind; und 

folglich ist der Wendepol der Beschleunigungspunkt des Poles für 

werden die Punkte P/, V’’auch auf W durch den Winkel PS! und 

—= FS?F, bestimmt. die in und beginnenden Reihen der Beschleunigungspunkte 


BR W und F,F' ähnlich sind, ferner die zweite ähnlich F’, 


N 


ist, so kann die erste pr ähnliche zu dieser letzten konstruiert werden. a wird die 
/ /I 
Bestimmung der Punkte ®, , Y, . vereinfacht, die beziehlich den Normalbeschleunigungen 


Ferner 


| 
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F Br, F entsprechen. Demnach ist in jeder normalgeraden Beschleunigungszuständen- 
schar der selbstentsprechende Punkt der betreffende in der Geraden P % liegende Beschleuni- 
gungspunkt des Poles ®. Und beispielsweise wird der Punkt ®’ auch durch die Proportion 
PB bestimmt. 

Die sich auf die Normalgeraden }’, [’ beziehende normalgeraden Beschleunigungs- 


zuständenschar wird durch die ähnlichen Dreiecke L , 


in der oben erwähnten Weise veranschaulicht, ebenso die sich auf f’’, 


beziehende normalgerade Beschleunigungszuständenschar durch die ähnlichen Dreiecke 
BPFLW FE L;. 


J J 
Die Richtgeraden f“, /” schneiden die Normalgeraden f/, [’ beziehlich in den ent- 


sprechenden Beschleunigungspunkten und die Strecke L; ist parallel Z; dem- 


nach sind in dem punktiert gezeichneten Dreieck P' AM welches dem Dreieck BP FL 


in bezug auf W homothetisch ähnlich ist, und die Seiten ®’ F’, W’ L’ beziehlich senkrecht 
auf 7, [/. Dieses Dreieck ist somit das kleinste von jenen Dreiecken in der sich auf T/, [’ be- 
ziehenden normalgeraden Beschleunigungszuständenschar, und folglich hat sich der dadurch 
bestimmte Beschleunigungszustand am dichtesten zusammengezogen. Das nämliche gilt 


von dem punktiert gezeichneten Druck in der sich auf [’’ beziehenden 
normalgeraden Beschleunigungszuständenschar. 


Die entsprechenden Beschleunigungspunkte in den durch W gehenden Normalgeraden 
|”, lv liegen in Parallelen, die senkrecht auf FL sind: demnach bezieht sich auf diese 
Normalgeraden eine homothetische normalgerade Beschleunigungszuständen- 
schar, von der ein Beschleunigungszustand in dem Wendepol zusammenschrumpft, und 
dieser Beschleunigungszustand gehört als solcher zu der homothetischen richtgeraden und 
zu der homothetischen normalgeraden Beschleunigungszuständenschar. 

Die Targenten /,, f, sind zugleich entsprechende besondere Normalgeraden und 
Richtgeraden; demnach sind die hierauf sich beziehende beiden normalgeraden und richt- 
geraden Beschleunigungszuständenscharen identisch. 

Da durch die Normalbeschleunigung eines Systempunktes ein Geschwindigkeits- 


zustand und eine normalgerade Beschleunigungszuständenschar bestimmt wird, so folgt 
der Satz: 


Zu allen Beschleunigungszuständen in einer normalgeraden Beschleu- 
nigungszuständenschar gehört ein einziger Geschwindigkeitszustand'). 


Danach sind die normalgeraden Beschleunigungszuständenscharen bedeutsam ver- 
schieden von den richtgeraden Beschleunigungszuständenscharen, in denen jedem Be- 
schleunigungszustand ein Geschwindigkeitszustand entspricht. Ferner ersehen wir aus den 
abgeleiteten Beziehungen, daß bei jenen die Beschleunigungspunkte die ganzen unendlich 
langen Normalgeraden, und bei diesen die Beschleunigungspunkte die von den System- 
punkten ins Unendliche gehenden Richtgeraden erfüllen. 

Es ist noch der Gleichenkreis g! zu erwähnen, dessen Durchmesser ® Ö! durch die 
Geraden 8 1 bestimmt wird, welche die Polbahntangente t im Punkt ©' schneidet. Auf 
dem Gleichenkreis befinden sich alle Systempunkte, die nur Normalbeschleunigung haben, 
und demnach in zwei aneinanderliegende gleiche Elemente ihrer Bahnkurven durch- 
schreiten). Die Normalbeschleunigungen dieser Systempunkte liegen in Geraden, die 
durch den Pol ® und die Geschwindigkeiten in Geraden, die durch ©! gehen. Jedem 
Beschleunigungspol entspricht ein Gleichenkreis, dessen Durchmesser in der Polbahntangente 


') Auf diese Beziehung hat F. Wittenbauer in seiner Graphischen Dynamik S. 29 andeutungsweise 
hingewiesen, indem er schreibt: Für einen bestimmten Geschwindigkeitszustand des starren 
Systems bilden die Beschleunigungspunkte aller möglichen Beschleunigungszustände 
ähnliche Punktreihen. ‚Den Wert dieser Ueberlegung werden wir erst später kennen lernen; die 
Aehnlichkeit der Punktreihen der Beschleunigungspunkte wird uns eine reiche Anzahl von Anwendungen 
ermöglichen‘. 

’) Die -vorkommende Benennung für den Gleichenkreis ‚„Tangentialkreis‘ ist nicht zutreffend, 
weil nicht die Tangente, sondern die Normale der Bahnkurve in Betracht kommt, und ‚„Wechselkreis‘ 


ist falsch, wahrscheinlich entstanden nach einem Irtum in W. Schell. Theorie der Bewegung und der 
Kräfte. 1879. Bd. I, S. 452. 
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t liegt. Die Normalbeschleunigung D! D! des Systempunktes D! wird auf ® D! bestimmt 


durch den Beschleunigungswinkel DI FN Alle Beschleunigungspunkte für 
die Systempunkte des Gleichenkreises befinden sich dann auf dem durch die Punkte 
Y, PB, gehenden, nicht eingezeichneten Kreis, auf dem also auch der Punkt D! liegt. 


In Fig. 8a nehmen wir an, daß ein Wendekreis w mit seinem Durchmesser PP W 
und zwei Systempunkte /', 7, gegeben sind. Um vermittelst des Beschleunigungspoles zu 
einer Beschleunigung FF; die entsprechende Z 7, zu konstruieren, wird durch die zu 
F F, Parallele W X und die Gerade K F der Beschleunigungspol S bestimmt; und dann 
ist zu dem Dreieck 5 FL das ähnliche Dreieck \ F,ZL;, zu zeichnen. Wir beschreiben 
um \S mit den Radien SF, SL Kreisbögen, von denen der erste die Gerade \F'; im 
Punkt {, der zweite sie im Punkt 7 trifft und die Gerade \ F im Punkt 0 schneidet, 
sodann machen wir den Kreisbogen 70=06L, ziehen die Gerade \e und zu [oe die 
Parallele bis an 

Die kinematische Afiinität der Systeme ©’, ©” ist nach dieser Darlegung auf die 
vier Punkte ®, W, /"ZL gegründet wobei der Wendekreis w mit seinem Durchmesser ® W 
gereben ist, und wird durch die Konstruktion der Beschleunigung L Z,, die FF, entspricht, 
definiert. 

Das hierzu gehörende Kurbelgetriebe PD F7/\ kann nach Fig. 8 konstruiert werden. 
Wenn wir dort die vier Punkte %,W, 7, Z als gegeben annehmen, indem wir von dem 
Punkt % auf die Geraden P F, % Z die Senkrechten fällen und durch ihre Fußpunkte 


F” , L' die Gerade ziehen, welche die Gerade FL im Punkt ll schneidet, ferner durch ® 


n 


die zu F, Z,, Parallele, welche die Gerade FZ im Punkt O trifft, und durch D die zu Pl 


Parallele, die beiden Geraden BZ beziehlich in den Punkten P®, /\ schneidet. 
Dadurch ist das Kurbelgetriebe eindeutig bestimmt. 

In Fig. sb sind für die Systempunkte /, L, D die Beschleunigungspunkte F', L,D 
angenommen, und das Dreiek F\/,D, ist dem Dreieck FI, D ähnlich. Von einem be- 
liebigen Punkt ziehen wir die Strecken OFı FF,OLe LL,ODı DD, dann 
ist das Dreieck /'ı Lı Dı dem Dreieck FI, D ähnlich. Das ebene Svstem der Punkte 
/'ı, Lı Dı, . ., welches also dem starren ebenen System F/D, . . ähnlich ist, wird dessen 
Beschleunigungsplan genannt. Der zugehörige Beschleunigungspol S ergibt sich 
durch das Dreieck FL; S. welches dem Dreieck Fı LıD ähnlich ist'). 

In Fig. se sind auf den beiden von den Systempunkte F und /, ausgehenden 
Richtgeraden, die sich im die Reihen der entsprechenden 


Beschleunigungspunkte ,F,.. und L,L, .. angenommen. Dadurch 


wird eine sich auf diese Ri beziehende Beschleunigungszuständerschar 
bestimmt. Die Kreise k', %°, k’, %', welche durch entsprechenden Beschleunigungspunkte 
und den Punkt @ gehen schneiden sich in dem Beschleunigungspol S. Auf der zu 
einem Sy ai PD gehörenden Richtgeraden ist noch eine zu jenen Reihen ähnliche 


Reihe D, D, gezeichnet. Wenn wir diese Beschleunigungszustände als 


Svstemphasen eines ersitiahet bewegten, ähnlich-veränderlichen Systems betrachten, so 
sind die Kreise %k,k',k?,k’. . .. Kreisphasea mit dem ruhenden Phasenpunkt \ und 
gleiten durch den festen Punkt G@ hindurch. Dabei bilden die Punkte der Kreisphasen 
ähnliche Punktreihen auf Geraden die durch @ gehen, wie z. B. die punktierte Gerade 
zeigt. Zu den Reihen der Beschleunigungspunkte sind in dem Beschleunigungsplan die 
von Punkt O ausgehenden entsprechenden Pupktreihen gezeichnet. Demnach verwandelt 
sich eine richtgerade Beschleunigungszuständenschar in dem Beschleunigungsplan in 
eine homothetische, und ebenso auch eine normalgerade Beschleunrigungszuständenschar 
in eine homothetische. Damit ergeben sich in dem Beschleunigungsplan folgenreiche Be- 
ziehungen, die hier nicht weiter erörtert werden. 

In Fig. © ist die. wichtige Bobilliersche Konstruktion ausgeführt, nach der ein 
Kurbelgetriebe durch andere Kurbelgetriebe ersetzt werden kann, die während zweier 
Zeitelemente den gleichen Bewegungsvorgang bewirken. Bei dem Kurbelgetriebe DFL\ 
wird durch die symmetrisch gleichen, mit 7 bezeichneten Winkel Pt, FPO die Pol- 
bahntangente Pt bestimmt. Man zieht durch einen beliebigen Punkt D die Gerade ® 7), 
macht den Winkel DW ÜO symmetrisch gleich den Winkel Ft, zieht die Gerade F D 


[,, Burmester, Kinematik. S. 805, 
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welche die Gerade BO’ im Punkt D trifit, ferner die Gerade OP, welche die Gerade 
® D in Punkt -/ schneidet; dann entstehen die beiden geforderten Kurbelgetriebe PFDA 
und /\ /,DJ. Bei diesem letzten liegt der Schnittpunkt O" der beiden Geraden \ 4, 
I,D in der Geraden DO, weil die Paare der entsprechenden Eckpunkte der Dreiecke 
A® N, DFL in je einer durch ® gehenden Geraden liegen, und ferner ist der Winkel 
DEV 

Wenn der Punkt D auf einer der Geraden BP, PB /\ liegt, wie z. B. in Fig. va 
auf PP; dann sind die Punktreihen ®, D, F,.. und ®, JS, P®,.. projektiv. Um zu 
dem Punkt D den entsprechenden 9 zu konstruieren, ziehen wir durch ® zwei beliebige 
Gerade g, h und von einem beliebigen auf h liegenden Punkt D die Geraden OQF, OP, 
welche die Gerade 9 in den Punkten 7, I/ schneiden, ferner durch die Punkte D, / die 
Gerade bis an QO, auf 4 und durch die Punkte Q,. /! die Gerade, welche den Punkt 
bestimmt, Zu einem unendlich fernen auf der Geraden ®P liegenden Punkt N’, ergibt 
sich durch die zu B® Parallele 77 D’ und die Gerade D 7 der entsprechende Punkt D. 


7. Besondere Fälle der Beschleunigungszustände. a) In Fig. 10 liegt der 
Pol RP, im Unendlichen und folglich sind die Geraden ®P F, /\ L parallel. Der durch ®, 
gehende Wendekreis entartet in eine Gerade w, die zu jenen beiden Geraden parallel ist 
und ® /\ im Punkt % schneidet, der durch Strecke /y—= QÜ ® bestimmt wird '). Demnach 
befindet sich der Wendepol auch im Unendlichen. Aus der Konstruktion des in Fig. 8 
auf dem Wendekreis w liegenden Beschleunigunrgspoles \! folgt, wenn wir uns dort auf 
der Geraden DPF den Pol ® nebst der auf der Richtgeraden f' Senkrechten PK" 
ins Unendliche bewegt denken, vergrößert sich der durch S''% gehende Wendekreis und 
entartet in die zu ® F paralleier Gerade \' WB. dabei dreht sich die Gerade S' K'! um 
F, während K! ins Unendliche gelangt und \!F stellt sich senkrecht auf f'; folglich ist 
in Fig. 10 der Beschleunigungswinkel gleich 90°, und in diesem besonderen Fall erfolg! 
das seltsame Ergebnis, das nicht nur für eine Richtgerade, sondern für alle 
durch / gehenden Richtgeraden und also für alle Beschleunigungspole 
der Beschleunigungswinkel 90° ist. 

Die Systempunkte 7, ZL bewegen sich während eines Zeitelementes auf den parallelen 
Tangenten #,, f, der Bahnkurven g, A; demnach sind die Geschwindigkeiten FF, LL, 
gleich und die Normalbeschleunigungen FF, — LL,= LL,’L /\. Somit besteht 
die Proportion 

F Fn L / 


LLn Fo» 


Bezeichnen wir den Schnittpunkt der Geraden w mit dann ist 
FQO= und wegen 


FO L 
folgt 
F En F 
mE 


Demnach wird die Normalbeschleunigung ZL_L, durch den Schnitt Z, der Geraden 
und Z bestimmt, und somit ergeben sich die in /,, beziehlich auf L\ 
senkrechten entsprechenden Normalgeraden f, |. Wir wollen nun für diesen besonderen 


Fall zwei Konstruktionen angeben, um zu einer Beschleunigung /’ F, die entsprechende 
LL, zu bestimmen. 


Da die Geschwindigkeiten / F,, L /, gleich sind, so ist die relative Geschwindigkeit 
des Systempunktes 7 gleich Null und mithin auch seine relative Normalbeschleunigung 


gleich Null, so ergibt sich zu einer Beschleunigung FF die entsprechende, indem wir 
I, F' F machen und senkrecht FL bis an | ziehen. Sonach erhalten wir 
die Konstruktion: 

Man,mache — ziehe F, die /,\\ in schneidet, und die in 
auf /\ Senkrechte I, mache LF! FF! und ziehe durch die auf FL 
Senkrechte, die lin /, trifft. 


') L. Burmester, Kinematik S. 101, Fie. 114. 
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Fine andere Konstruktion vermittelst des Beschleunigungspoles I lautet: 

Man mache ziehe /, 9", die /; \ in schneidet, und die 
in /„ auf /, /\ Senkrechte |, ferner S'w parallel /, /\, dann die auf F F' Senk- 
rechte "SI! und die auf \'/, in /, Senkrechte, die lin /, trifft. 


In gleicher Weise ist vermittelst des Beschleunigungspoles I? zu der Beschleunigung 
 F7 die entsprechende /, /; konstruiert. 


Der Endpunkt der Beschleunigung des als Systempunkt betrachteten Poles liegt 
wie dieser im Unendlichen, und ist der selbstentsprechender Punkt ‚aller Beschleunigungs- 
zustände der sich auf den parallelen Normalgeraden !, | beziehenden normalgeraden Be- 


schleunigungszuständenschar. Demnach sind die Strecken parallel und gleich, 


mithin die entsprechenden Reihen der Beschleunigungspunkte und 


kongruent. Somit folgt, daß alle diese Beschleunigungszustände kongruent sind und 
parallel liegen, und zu ihnen gehört der einzige durch die Strecke /', /, bestimmte 
Geschwindigkeitszustand von der einfach-unendlich vielen kongruenten, parallel liegenden 
Geschwindigkeitszuständen. 

Der von den affinen ltichtgeradenbüscheln F(f!, f?,.., erzeugte 
Kegelschnitt wäre eine IIyperbel, deren Asymptoten senkrecht auf den Geraden F/, F® 
sind. Die kinematische Affinität ist dadurch gekennzeichnet, daß der selbstentsprechende 
Punkt, der Wendepol im Unendlichen liegt, und daß die Geraden, welche durch die auf 
je zwei entsprechenden Normalgeraden liegenden Beschleunigungspunkte gehen, parallel sind. 

Wenn der Punkt im Unendlichen liegt, fällt die Gerade w mit der Geraden 
[, \„ und die Normalgerade | mit der Tangente /, zusammen. Die dann in f; liegende 


Beschleunigung, welche der Beschleunigung / F, entspricht, ergibt sich, indem wir 
FI, - FF, machen und durch /" die auf /"/, senkrechte Gerade bis an /, ziehen wie 
es gestrichelt angedeutet ist. 


b) In Fig. 11 liegen ®F, FL in einer Geraden und der Pol ® liegt in dem 


Systempunkt /.. Das Kurbelgetriebe ® FL /\ befindet sich in einer Totlage; denn durch 
Drehung von [, ist keine Bewegung des starren ebenen Systems möglich. Der Punkt 
Ö liegt in ®, und demnach die Polbahntangente t in L.. Der Systempunkt /, sowie 


der Pol $ als Systempunkt betrachtet sind während eines Zeitelementes in Ruhe und 
bewegen sich in dem folgenden auf der Tangente f, der Bahnkurve 4. 

Mit der Beschleunigung FF, auf der Richtgeraden / ist die Normalgerade | und 
die Normalbeschleunigung 7 F\, gegeben. Um zu der Beschleunigung F F' die entsprechende 
I, 1, in f, zu konstruieren, wie die striehpunktierten Geraden zeigen, wird zunächst die 
durch bestimmte Geschwindigkeit F, durch den über ® beschriebenen Halbkreis 
ermittelt. Da die Geschwindigkeit des Systempunktes /, gleich Null ist, so ist die Größe 
seiner relativen Geschwindigkeit gleich FF. und seine in F/, liegenden relative Normal- 
beschleunigung /,Y, ergibt sich, indem wir auf F,/, die Senkrechte F\,v bis an PD 1 
ziehen und die Strecke Zr nach Z Y,„ abtragen. Sodann machen wir Y„F; FF, ziehen 
durch die auf /, senkrechte Gerade ’,, die /, in dem Beschleunigungspunkt /, schneidet 
und im Punkt & trifft. Wegen der kongruenten Dreiecke F, FF,F, ist die 
Strecke parallel und gleich demnach erhalten wir auch durch  FY, 
und die durch /; gehende auf F/, senkrechte Gerade ö, die # in L, schneidet, die 
Beschleunigung 

Allen Richtgeraden für / entspricht die Gerade /, als die einzige Richtgerade für /ı 
und allen auf P® 7 senkrechten Normalgeraden entspricht /; auch als die einzige auf /\ /, 
senkrechte Normalgerade. Demnach entartet die kinematische Affinität der Systeme SS’, &%, 
so daß das System ©’ in der Geraden f, zusammenschrumpft und allen Beschleunigungs- 
punkten in jeder auf ® F senkrechten Normalgeraden ein einziger Beschleunigungspunkt 
auf entspricht. 

Jeder in einer Richtgeraden des Richtgeradenbüschels für F liegende Reihe von 
Beschleunigungspunkten entspricht eine ähnliche Reihe von Beschleunigungspunkten in 
der Geraden /, weil in dieser die Richtgeraden der affin entspreehenden Richtgeraden- 
büschel für Z, gleichsam fächerartig zusammenschlagen. 

Da der Pol P als Systempunkt und der Systempunkt /, vereint sind, so ist die 
Beschleunigung WW, identisch mit /, /., und /, ist auch der selbstentsprechender Punkt 


| 
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in der sich auf die Normalgerade ' und den Punkt /, beziehende Beschleunigungs- 
zuständenschar, in der jeder Beschleunigungszustand durch je eine von /, an f gehende 
Strecke und der zugehörige einzige Geschwindigkeitszustand durch die Strecke /, F\, be- 
stimmt wird. 

Der Durchmesser B % des Wendekreises w liegt in der auf der Polbahntangente t 
Senkrechten /, und ergibt sich, indem wir auf ® F die Strecke FF’ —= FY?/®P F machen 
und die auf ® F Senkrechte F\, W bis an /, ziehen. Nach der S. 511 abgeleiteten Proportion 
kann dann der mit identische Beschleunigungspunkt /,, auch 
vermittelst der Normalbeschleunigung / F\, ohne die Geschwindigkeit FF, bestimmt werden. 
Durch die zu der Richtgeraden f parallele WX bis an den Wendekreis w und die 
Gerade KF ergibt sich der Beschleunigungspol S. Da die Dreiecke SF, L, ®FL 
ähnlich sind, so erhalten wir auch vermittelst des Beschleunigungspoles \ den Beschleu- 
nigungspunkt /, auf #, indem wir den Winkel F,SL, gleich F SL machen. Bei allen 
diesen Konstruktionen des Beschleunigungspunktes /, kommt die Lage des Punktes /\ auf 
der Polbahntangente t gar nicht in Betracht, und er kann sich auch im Unendlichen 
befinden. 

Um die angenblickliche Bewegung des starren ebenen Systems durch ein anderes 
Kurbelgetriebe DPF DJ zu ersetzen, ziehen wir nach der Bobillierschen Konstruktion 
durch einen beliebigen Systempunkt D die Gerade ® D, machen den Winkel DYPO 
symmetrisch gleich dem Winkel ® Pt, wobei OD auf der Geraden FD liegt, ziehen die 
Gerade PD, welebe die Gerade % D im Punkt J schneidet. Sonach kann in bezug auf 
dieses Kurbelgetriebe die Beschleunigung D D, konstruiert werden; dann sind die Dreiecke 
D;F,L,DFL ähnlich. Durch dieses Kurbelgetriebe wird die Bewegung stetig über jene 
Totlage geführt, wenn das Glied A D bewegt wird. 


c) In Fig. 12 liegen alle vier Glieder des Kurbelgetriebes ® FL /\ in einer Geraden g, 
und es befindet sich in einer Durchschlagslage. Je nachdem von den beiden System- 
punkten F, /, der eine oder der andere voreilend gleichzeitig in die Durchschlagslage 
gelangen, kommt von den zwei auf der Geraden y liegenden Polen ®', ®” der eine oder 
andere in Betracht. Diese beiden Pole sind die Doppelpunkte der durch die konjugierten 
Punktpaare ®, L und /\, F bestimmten involutarischen Punktreihe, und liegen harmonisch 
zu diesen Punktpaaren!). 

Behufs der Konstruktion der Pole P, %” beschreiben wir über /\ F den Halbkreis k 
und um einen in der auf ® /, Mittelsenkrechten s weit nach oben liegenden Punkt o den 
durch die Punkte ®, L gehenden Kreisbogen f, der den Halbkreis k in den Punkten G, H 
schneidet, ziehen die Sekante @ H, welche die Gerade g im Punkt © triiit, und von O 
an k die Tangente O T; sodann beschreiben wir um O mit dem Radius O T den Kreis- 
bogen w, der die Gerade y in den Polen ®’, 7’ schneidet. Hiernach nehmen wir in bezug 
auf ®’ für den Systempunkt F die auf y senkrechte Geschwindigkeit # F, an, ziehen die 
Gerade VW’ /,, durch welche die auf y senkrechte Geschwindigkeit /, /, des Systempunktes /, 
bestimmt wird. Damit ist das Erforderliche für die weitere Darlegung „egeben. 

Durch die auf F, Senkrechte F,, welche die Gerade y in trifft, wird die 


Normalbeschleunigung F F' — F F, bestimmt, und durch die auf /\ /, Senkrechte /. /,, bis 
an y wird die Normalbeschleunigung /, 5 — /,1,, bestimmt. Somit erhalten wir die in 


auf g senkrechten Normalgeraden 7, Die relative Geschwindigkeit des 


Systempunktes L ergibt sich auf /, /,. durch die zu ® /, Parallele #%,: ferner wird seine 
relative Normalbeschleunigung /,Y, auf g bestimmt, indem wir auf FY, die Senkrechte 
L,X, bis an g ziehen und /Y„= /Y, machen. Diese Konstruktion wird aber nur zum 
Zweck der Ableitung ausgeführt und nachher nicht in Betracht kommen. 


Um nun zu der auf einer Richtgeraden /' gegebenen Beschleunigung F\ die affın 


entsprechende Beschleunigung zu konstruieren, ziehen wir FF, und durch 


F, die auf F/, senkrechte Gerade ;,, die aber in diesen betrachteten besonderen Fall mit 
der Normalgeraden U zusammenliegt. Denn die Gerade i, würde als Parallele neben der 


Normalgeraden U’ diese im unendlich fernen Beschleunigungspunkt "schneiden. Gemäß 


) 1. Burmester, Kinematik S. 113, Fig. 126. 
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der kinematischen Affinität entspricht aber dem Beschleunigungspunkt F “ein im Endlichen 
liegender Beschleunigungspunkt Er folglich ist dieser identisch mit dem Punkt F'. 
Wegen der kongruenten Dreiecke Y, F' ist ®, Zu dem Be- 
schleunigungspunkt F' ' wird somit der entsprechenden I “einfach durch die zu g Parallele 


FL auf bestimmt, und der Richtgeraden /' entspricht die Richtgerade /'. Hierbei 
kommt der Punkt Y, gar nicht zur Verwendung und seine vorherige Konstruktion ist 
nicht nötig. 

Nehmen wir der Richtgeraden /' einen zweiten Beschleunigungspunkt an, 


dann wird durch die zu g Parallele #. /L;  aui der Richtgeraden /!' der entsprechende 


bestimmt, und die durch gehenden auf g Senkrechten 1” sind die 


"die 
5) 
entsprechende Beschleunigungspunkte F” “und die entsprechenden Richtgeraden f*, /?, 


Die entsprechenden Richtgeraden der affinen Richtgeradenbüschel F(fl, f?,..) 


/, \2', 1?,..) schneiden sich in den Punkten 1, 2.., die wegen der zu g parallelen 
17711 
gleichen Strecken 


zugehörigen Normalgeraden. Ferner ergeben sich durch diese Parallele auf |, | 


2 / . 
‚F 15 in einer auf g senkrechten Geraden A liegen, und 


beziehlich die selbstentsprechenden Punkte der auf den Richtgeradenpaaren f'!!, f’l?.. 
liegenden ähnlichen Reihen entsprechender Beschleunigungspunkte sind. Demnach sind 
die sich auf diese Richtgeradenpaare beziehenden richtgeraden Beschleunigungszuständen- 
scharen homothetisch ähnlich und die Punkte 1, 2.., deren Beschleunigungspole. 


Wegen der gleichen und parallelen Strecken F' .. sind die dadurch 


bestimmten Beschleunigungszustände der sich auf das Normalgeradenpaar | | beziehenden 


normalgeraden Beschleunigungszuständenschar kongruent und parallel liegend, und das 
nämliche gilt sonach für alle normalgeraden Beschleunigungszuständenscharen, welche 


durch die Längen der Strecken F, /,,F, L; ,.. bestimmt werden. Zu der ersten 


Beschleunigungszuständenschar gehört der durch die Strecke F'\ /,, bestimmte Geschwin- 
digkeitszustand. 

Die kinematische Affinität ist in affiner Lage, weil die Gerade Ah die Affinitätsachse 
ist und die entsprechenden Punkte in Parallelen zu der Geraden g liegen. Ferner zerfällt 
der von den ajifinen Richtgeradenbüscheln #(f!, f’,..), erzeugte Kegel- 
schnitt in die Geraden g, h. In der Geraden 4, die auf der Geraden g im Punkt W’ 
senkrecht ist, liegen zwei entsprechende Normalgeraden vereint; demnach wird der 
Punkt W auch dureh "W = FP/FPBPunddLW—LWPL N bestimmt. Für die Punkte 
des über WW als Durchmesser beschriebenen Kreises w können Geschwindigkeit und 
Beschleunigung nicht in einer Geraden liegen, wie sich aus dem (Geschwindigkeits- und 
Beschleunigungszustand ergibt; deshalb ist der Kreis w ein Pseudo-Wendekreis zu 
nennen. Die in der Durschschlagslage erscheinende Eigentümlichkeit ist darin begründet, 
daß es für den Pol W% unendlich viele Polbahntangenten gibt. Um hierauf hinzuweisen sind 
in Fig. 12a nahe vor der Durchschlagslage zwei Lagen eines Kurbelgetriebes gezeichnet, 
bei dem beispielsweise die Koppel F'/, nicht innerhalb sondern außerhalb der Strecke 
D \ liegt. In den zweiten dieser beiden Lagen befinden sich der Pol ®” und der Schnitt- 
punkt OD’ der Geraden FL, ®P /\ nahe aneinander, und fallen erweislich in der Durch- 
schlagslage zusammen. Da nur durch die Gerade %’ DD’ die Pohlbahntangente bestimmt 
wird, so ergeben sich unendlich viele Polbahntangenten. 

Alle diese Beziehungen bezüglich des Poles W gelten auch andererseits für 
den Pol und eingezeichnet ist nur Pseudo-Wendekreis mit dem Durchmesser 

d) In Fig. 13 liegt der Pankt /\, im Unendlichen und DF7\_ ist ein exzen- 
trisches Schubkurbelgetriebe, bei dem sich der Systempunkt Z in einer auf /, \, senk- 
rechten Geraden } bewegt, die nicht durch ® geht. Um die zu einer auf der 
Richtgeraden f gegebenen Beschleunigung / F die entsprechende /,/, auf der Richt- 
geraden A zu bestimmen, verfahren wir nach der allgemeinen, striehpunktiert gekenn- 
zeichneten Konstruktion. Wir ziehen durch die Normalgerade die in F, trifft, 
dann F,N, LA, , NW, PL, FL und DF, machen F; = FF; und ziehen 
durch die auf senkrechte Gerade die A in trifft. In anderer Weise ergibt 


\\ 
1 
\ 
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sich auf der durch /", gehenden zu A Parallele "Ü—=/,/., indem wir die zu L \, Par- 
allele 7°, %. bis an und %.{ senkrecht F/, ziehen. Denn es ist  — ferner 
FF. %F;, und $.{ parallel F;/L,. Sonach folgen die analogen Beziehungen wie in b), 
obschon dort und hier die Bewegungsvorgänge wesentlich verschieden sind. 

Allen Richtgeraden für F entspricht die Gerade / als einzige Richtgerade für /,, 
und allen auf ® F senkrechten Normalgeraden entspricht A auch als einzige auf /,\, 
senkrechte Normalgerade. Demnach entartet die kinematische Affinität der Systeme ©, 
S’”, so daß das System ©” in der Geraden A zusammenschrumpft, wobei gemäß der 
Konstruktion des Beschleunigungspunktes /, jeder in einer auf ® F senkrechten Normal- 
geraden liegenden Reihe von Beschleunigungspunkten eine ähnliche Reihe in der Geraden 
) entspricht, und das nämliche gilt auch für jede Reihe, die in einer von F ausgehenden 
Richtgeraden liegt. 

Der Beschleunigungspunkt ®, des Poles ® ergibt sich durch das zu F/,% ähnliche 
Dreieck FF} L,%;,, und ist der selbstentsprechende Punkt der sich auf die Normalgeraden 
beziehende normalgeraden Beschleunigungszuständenschar. 

Behufs der Konstruktion des Wendekreises w ziehen wir die zu /, /\„ Parallele 
oder auf A Senkrechte bis an /, F, machen den Winkel und ziehen 
den auf der Polbahntangente t senkrechten Durchmesser P W des Wendekreises bis an /, 


der ® F in dem Punkt F') schneidet. Indem wir die zu der Richtgeraden f Parallele W K 


bis am Wendekreis und die Gerade A / bis an ihn ziehen, erhalten wir den Beschleu- 
nigungspol S. Durch den Winkel F;\/;=F\L wird dann auf auch /, bestimmt. 
Ferner ergibt sich nun der Punkt %, auf PW durch den Winkel FAN PVP =rFNB und 
auch durch die Proportion Frn:F 

Wenn der Pol % ins Unendliche gelangt, also ® F und /\, /, parallel sind, so 
kann zu einer Beschleunigung des Systempunktes #' die entsprechenden des System- 
punktes /, wie bei a), Fig. 10, falls dort der Punkt /\ im Unendlichen liegt, konstruiert 
werden. Wenn ferner das Schubkurbelgetriebe in eine Totlage gelangt, wird ebenso wie 
bei b), Fig. 11, verfahren. 


e) In Abb. 14 liegt der Punkt /, im Unendlichen, und FL, ist ein exzen- 
trisches Schleifkurbelgetriebe, bei dem die nicht durch /\ gehende Gerade / in einer 
Hülse an der Kurve # gleitet, deren Krümmittelpunkt /\ ist. In diesem besonderen Fall 
ersetzen wir die augenblickliche Bewegung der Schleifkurbelgetriebe durch ein Kurbel- 
getriebe. Der Einfachheit halber nehmen wir auf der Geraden / den Systempunkt J an, 
der in dem Berührpunkt der Geraden /!' an der Kurve 7 liegt, und sich auf der Bahn- 
kurve © bewegt. Um den Krümmittelpunkt / dieser Bahnkurve zu bestimmen, verfahren 
wir nach der in Fig. 9a ausgeführten Konstruktion. Wir ziehen zu /\ /, die Parallele 
® II, welche die Gerade /' senkrecht im Punkt // trifit, ferner die Gerade V% //, welche 
die Gerade ® /\ im Punkt / schneidet, und die Gerade 1 F‘, durch die sich auf BD der 
Krümmittelpunkt / ergibt. Zu der gegebenen Beschleunigung FF‘, wird dann in der 
bekannten Weise nach der allgemeinen Konstruktion 5, die entsprechende Beschleunigung 
DD, bestimmt. Die zugehörige richtgerade und normalgerade Beschleunigungszuständen- 
schar ergeben sich in der bekannten Weise. Durch die Normalbeschleunigung FF, er- 
gibt sich die Geschwindigkeit FF. und durch diese wird der zugehörige Geschwindig- 
keitszustand bestimmt. 

Um den Wendekreis w zu konstruieren, machen wir den Winkel FYt=-\Ü%VD., 
ziehen in Y die auf der Polbahntangente ti Senkrechte, in welcher der Durchmesser BP % 


des Wendekreises liegt; ferner machen wir auf ® F die Strecke FF" = FW und 


ziehen die auf ®F Senkrechte #7, W. wodurch sich der Durchmesser PX des Wende- 
kreises Ü ergibt. Wenn der Punkt O nicht zugänglich ist, dann wird noch auf BD die 
Strecke FW /PF gemacht und auf PD die Senkrechte D, gezogen. Indem 
wir die zu / Parallele \SX und die Gerade X / ziehen, erhalten wir den Beschleunigungs- 
pol 5. Durch das zu \FD ähnliche Dreieck \F,D, wird dann auch der Beschleuni- 
gungspunkt D, und durch den Winkel = der Beschleunigungspunkt aui 
W bestimmt.- 

f) In Fig. 15 befinden sich die beiden Systempunkte F,,/,, im Unendlichen. In 
diesem besonderen Fall nehmen wir an, daß die Schenkel f.! eines starren Winkels, die 
durch Hülsen gehen und an gedachten festen Kurven gleiten, durch ihre Krümmkreise 
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q',2 ersetzt werden, deren Mittelpunkte ®, /\ sind. Dann können wir eine augenblick- 
liche Gleitung an diesen Kurven als eine augenblickliche von der beständigen Gleitung 
der Schenkel f',! an den Krümmkreisen betrachten. 


Durch die Mittelpunkte ®, /\ ziehen wir die beiden beziehlich zu f’,! parallelen 
Geraden f’.!’, die sich im Punkt C schneiden. Diese bilden als Systemgerade einen 
starren Winkel f’ C!’ und gleiten an den Mittelpunkten ®, /\\. Der Systempunkt C be- 
wegt sich demnach auf dem über C% als Durchmesser beschriebenen und durch die 
Punkte ®, Ä gehenden Kreis y, dessen Mittelpunkt mit /' bezeichnet ist. Während der 
Bewegung rollt der um C mit Radius CB beschriebene Systemkreis p umschließend an 
dem Kreis 7, und die Bahnkurven der auf p liegenden Systempunkte sind Kardioiden ; 
deshalb wird diese Bewegung eine kardioidische Bewegung genannt. 


Der Kreis y, der die auf ‘\)# senkrechte Polbahntangente t berührt, heißt Rück- 
kehrkreis, und auf ihm liegen die Spitzen der Kardioiden. Der Wendekreis w ist gleich 
dem Rickkehrkreis und berührt andererseits die Polbahntangente in %. Da der Durch- 
messer WW des Wendekreises gleich CW ist, und der Wendekreis demnach auch ohne 
den Riickkehrkreis sehr einfach bestimmt wird, so kann vermittelst des Beschleunigungs- 
poles 5 zu einer gegebenen Beschleunigung CC; der Systempunkt C die entsprechende 
Beschleunigung DD, eines beliebigen anderen Systempunktes D zweckmäßig konstruiert 
werden. Wir ziehen die zu CC; Parallele X bis an den Wendekreis und die Gerade 
X C. die ihn in \ trifft. und zeichnen zu dem Dreieck SCC; das ähnliche Dreieck SDD. 
Das gilt auch umgekehrt. Der Beschleunigungspunkt Y; wird auf WW durch den Winkel 
bestimmt. Den Greschwindigkeitszustand erhalten wir durch die Normal- 
beschleunigung C C„ und die entsprechende Geschwindigkeit des Systempunktes (, 

Da CW auf t senkrecht ist. so ergibt sich, indem wir die auf PD Senkrechte PO 


bis an die Gerade CD und die Gerade ./’ ziehen, welche die Gerade WD im Punkt J/ 
trifft, das Kurbelgetriebe /'CD_-J, das dieselbe augenblickliche Bewegung bewirkt, wie 
die des bewegten starren ebenen Systems durch die Gleitunge des starren Winkels an 


jenen Kurven, deren Krümmittelpunkte P, /\ sind. 


e) In Fig. 16 liegen die Pankte ®_,/\, im Unendlichen. In diesem besonderen 
Fall nehmen wir an, daß gedachte Systemkurven, die beziehlich an den auf F®_.,L/ > 
senkrechten Geraden 9.4 gleiten, und durch ihre Krimmkreise f',! ersetzt werden, deren 
Mittelpunkte 7, /, sind; dann können wir eine augenblickliche Gleitung dieser System- 
kurven als eine augenblickliche von der beständigen (leitung der Krümmkreise an den 
Geraden betrachten. 

Durch die Mittelpunkte #\, /, ziehen wir die beziehlich zu 9’, parallele Gerade 
g’,2’, die sich im Punkt /’ schneiden, und die Systempunkte F',/, bewegen sich beziehlich 
auf q/,A’. Der über ZW als Durchmesser beschriebene, durch F, Z gehende Kreis ist 
dann der Wendekreis w und nun / der Wendepo]l. Der Mittelpunkt © des Wendekreises be- 
wegt sich auf dem um /' mit dem Radius /'C beschriebenen Kreis 7. Während der Be- 
wegung rollt der Wendekreis w im Innern an dem um /’ mit dem Radius /"® beschrie- 
benen Kreis 7. Die Systempunkte des Wendekreises bewegen sich im Dnrehmesser des 
Kreises z und die Bahnkurven aller anderen Systempunkte sind Ellipsen, deshalb wird 
diese Bewegung eine elliptische Bewegung genannt, und sie ist die Umkehrung von 
der kardioischen Bewegung. Der Wendekreis w berührt die Polbahntangente t in B und 
der gleiche hückkreis r liegt zu ihm bezüglich ? symmetrisch. 

Um zn der gegebenen Beschleunigung CC; des Systempunktes (’ die entsprechen- 
den in den Geraden q/,4’ liegenden Beschleunigungen LL, der Systempunkte / 
vermittelst des Peschleunigungspoles I zu konstruieren, ziehen wir durch den Wendepol /' 
die zu CC, Parallele / X bis an den Wendekreis w und die Gerade X, die ihn in’ S 


trifft; sodann machen wir die Winkel FSF,LNSL, gleish dem Winkel OSC,. Ferner 
wird der in C liegende Beschleunigungspunkt durch den Winkel = be- 


stimmt. Zu einem beliebigen Systempunkt D ergibt sich der Beschleunigungspunkt D.. 
indem wir zu dem Dreieck \C(, das ähnliche Dreieck \DD; konstruieren. Der Ge- 
schwindigkeitszustand wird durch die Normalbeschleunigung (’('„ und die ihr entsprechende 
Geschwindigkeit des Svstempunktes € ermittelt. 


Um die augenblickliche Bewegung durch ein Kurbelgetriebe zu ersetzen, ziehen 


wir durch den schon beliebig angenommenen Systempunkt D die Gerade DW und die 
auf ihr Senkrechte PO bis an DC, ferner die Gerade ID, die DV im Punkt I trifft. 
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So erhalten wir das Kurbelgetriebe /'(' DJ, das dieselbe augenblickliche Bewegung be- 
wirkt wie die Gleitung jener Kurven an den Geraden y,,. 

In diesem besonderen Fall ist schließlich noch zu einer in der Geraden g’ liegen- 
den, gegebenen Beschleunigung FF‘ die entsprechende ZZ, in der Geraden A’ direkt 
zu konstruieren; dann ist aber auch die Geschwindigkeit des Systempunktes F erforder- 
lich. Wir wählen der Uebereinstimmung halber mit den gezeichneten Beschleunigungen 
die gedrehte Geschwindigkeit FF, des Systempunktes /', die der vorherigen Bewegung 
entspricht. Nach der S. 504 organisch abgeleiteten Konstruktion verfahren wir wie strich- 
zweipunktig gekennzeichnet ist. 

Wir ziehen zu /, /\„ die Parallele F,%. bis an F/,, dann ist die Strecke FF: 
gleich der relativen Geschwindigkeit des Systempunktes /,; und seine auf F/, liegende 
Normalbeschleunigung /. Y„ wird bestimmt, indem wir die auf Senkrechte Y,— FF: 
machen; ferner ziehen wir die auf FY, Senkrechte Y,Y, bis an FZ und legen Strecke 
nach sodann machen wir YnF, _ FF, und ziehen durch die auf FL Senk- 
rechte, die 4’ in dem Punkt /, triiit. Hiernach entspricht bei dieser Konstruktion jedem 
in der Geraden g’ liegenden Zwillingspaar von beliebig gegebener Beschleunigung und Ge- 
schwindigkeit des Systempunktes / ein solches Zwillingspaar in der Geraden ?' für den 
Systempunkt /, in der kinematischen Affinität. 587 
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Bemerkungen zum ebenen S$Spannungs- mit der üblichen Bezeichnung der Zug- und 
zustand. 1. Anschauliche Deutung der  Schubspannungen, zu 
Aıryschen Spannungsfunktiıon. Wir 4 
selzen einen ebenen Spannungszusland voraus, 
bei dem keine Massenkräfte vorhanden sind, 


Wählen wir nun im Körper ein für allemal Ö 

einen festen Punkt O0 (Abb. 1). so ist die Re- A (1). 
sultierende aller inneren Kräfte, genommen 

über eine beliebige Kurve I, die zwischen } — 

und A gezogen ist (llöhe der Schniltlfläche N 


senkrecht zur Bildebene gleich eins gedacht), Wir 
nur abhängig von der Lage des Punktes A, 
nicht aber von der Form der Kurve I. Man 
sieht dies ohne weileres ein, wenn man sich 
eine andere Kurve II, die ebenfalls O mit A 


wollen dabei mit « und B die Koordi 
naten irgend eines Punktes der Kurve OA 
bezeichnen, während der Endpunkt A selbst 
die Koordinaten x und y haben soll. 

Um Aa möglichst einlach zu berechnen. fü 
sen wir in O die Hillskräfte — AN und AM 
hinzu. Das Moment Mga-ist dann sleieh dem 
resultierenden Moment der inneren 
um den Punkt O, vermehrt um das um den 
Punkt A genommene Moment der nach O ver- 
| A 
Mi fe d Y—3.dX) (2). 
0 


verbindet eingezeichnet denkt und berücksich- 
tigt, daß der so herausgeschnitlene Teil des 
Körpers im Gleichgewicht sein muß. Das 
Gleiche gilt von dem um den Punkt A ge 
nommenen Moment M4 der inneren Kräfte. 


Ebenso einfach als bei gegebenem Spannungs- 
zustand für jeden Punkt y) mit Hille der 
Gleichung (2) das resultierende Moment My, der 
inneren Krälte d# selunden werden kann. 
lassen sich umgekehrt die Spannungen @,, 6, 
und 7 bestimmen, wenn M, für alle Punkte A 
des Körpers bekannt ist. 

Zu diesem Zweck brauchen wir bloß die 
partiellen Differentialquolienten von Ma zu be 
stimmen, wobei wir erhalten: 


\bh. 1. (3 
Die Komponenten X und Y der Resultieren OMA \V 
den der inneren Kräfte längs OA ergeben sich, yo 


| 
/ 
| 
| 
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das nnler verschiedenen, konstanten (hydro- 
Ma statischen) Aubßen- und Innendrücken steht und 

„ =+roy, = =+02 (4). welches die Eigenschaft besitzt, daß es durch 


Gleichungen (4) stimmen nun vollständig mil 
den bekannten Gleichungen überein, aus denen 
die Spannungen @,, ao, und t bei gegebener 
\ıryschen Spannungslunktion gefunden wer 
den. Wır erhalten also 

Der Wert der Airyschen Spannungs- 
Iunktıon fürirsend einen Punkt Aist 
gleich dem resullierenden Moment! A, 
AN 
beliebig gezo 


der inneren senommen 
ene Kurve 
0%. Selbstverständlich kann noch irgend eine 
beliebige lineare Funktion aa by ce hinzu 


gelugl werden, ohne die Spannungskomponen 


uber eine 


len zu verändern ! 
\us Gleichung (5) ist endlich noch ver 
sichtlich, daß man den Gradienten von M, da 


er 
durch erhält, daß man N um ım posiliven 


2 
Sınne dreht Die bekannten. von Michell: 
segebenen Ausdrücke für die Randwerle der 
Spannungstunktion und ihres partiellen Diffe 
nach der Richtung der Nor 
malen, lassen sich aus obigen Formeln «durch 


einfache Umlormunsen vewinnen 


2 Spannungestrajektorien als Li 
nien konstanten Druckes. Es soll jener 
ebene, massenkraftfreie Spannungszustand un 
lersuchl werden, bei dem jede Trajektorie der 
einen von beiden Spannungstrajeklorienscharen 
sleichzeit eine Linie konstanten Druckes 
Is! Denken wir insbesondere an den Fall 
eines zwellach zusammenhängenden Körpers. 
so haben wir ein Rohr bzw. Blech vor uns. 


Ko; 


x h 
\ 
@, 7 
I > 6%, 
5, 
x. Nonst. 
[R A s06 | 
Ö 
\bb. ?, 


Wie mich Herr Professer K. Wolf (Wien) nach 
trüglich aufmerksam macht, findet sich eine ähnliche 
Kinführunge der Spannungsfunktion bei P. Funk. 
Sitzber. d. Akad. d. Wiss. Wien, Math.-nat. Kl. IIa, 
127. Band (1918) Heft 6, doch fehlt dort die ein- 
fache Deutung als resultierendes Moment der Span- 
nungskräfte um den Endpunkt der willkürlich go 
zorenen Kurve. 

*) Proc. London M. Soe. 31 (1899), zitiert nach 
Timpe, Ztsehrft. f. Math. u. Phys. 5? (1805). 


einen Schnilt längs «einer beliebigen dieser 
Trajektorien wieder in 2Rohre bzw. Bleche 
mit konstanten Außen- und Innendrücken zer- 
Falle. 

Wır können leicht die 
scometrischen 


charakteristischen 
Kigenschaften der fraglichen 
kurvenschar auffinden, wenn wir krummlinige, 
rechtwinklige Koordinaten benutzen. deren Li- 
Nien dj konst, und &s konst. mit den Span 
nungstrajeklorien zusammvenfallen. Bezeichnen 
wir mit ©, und @ die Einheilsvektoren die 
senkrecht auf die Linie «, konst. bzw. 
(io konst. stehen, ferner mit p, und 9, die 
entsprechenden Krümmungsradien und führen 
schließlich ein: 


so erhalten wır 


da dag 
hı h; 
und 
1 1 
| —= —- | ) (3).!) 
day ‚hi 02 hi 


Die Gleichgewichtsbedingung für ein Massen- 
teilehen schreibt sich in folsender Form, wo 
bei wir immer die Kräfte, die auf zwei gegen 
überliegende Flächenelemenlte wirken. zusam- 
menlassen wollen 


0a a9 

Unter Berücksichlisung der Gleichung 2 


und lolst 


0: 
Oay \ha \ha 


\hı Oag 
Sollen nun die 
konst. auch Linien konstanten Druckes sein. 
so mub selten: 


(5).?) 


Spannungstrajeklorien « 


=0 .. . 0.0.8). 


U da 
\us der oberen der beiden Gleichunsen (5 
ergibt sich zu 


day 


berucksichtisen ist. daß nunmehr 


do 

der totale Diffesentialquotien! zu 
Od da; 

schreiben ist. In die untere Gleichung einge- 


setzt, gibt dies unter 


wobei zu 


060] 
statt 


Berücksichlisung von 
(Gleichung (3 

do, 00 

day; 


I) Siehe F. June: Sitzber. d. A.d. W. in Wien, 
Math-nat. ©]. Abt. Ha. OXVII (1908). S. 1005. 

F. Emde, Ausz. aus Maxwells El. n. Maen.. S. 175 
(19159). 

*) Vergl. Love (Timpe), Lehrh. d. El.. S. 107, 


0 
d 6% 
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Dieses Produkt kann nur verschwinden. 
wenn einer der beiden Faktoren Null wird. 


do 

Ist —=(,. so folgt aus Gleichung (6) und 
day 

7): = 0, —= konst. 


Das ist der triviale Fall einer allseitig gleich- 
Iörmigen Druckverteilung. 


Die zweite Möglichkeit ist die, daß €! 9 
ist. Dann sind die Krümmungsradien nur 
"unktionen von «, allein, d.h. die Spannungs- 
Irajektorien längs welcher der Druck konslan! 
ist, sind Kreise. 

Kin solcher Spannungszustand ist offenbar 
bei einem gewöhnlichen Rohr bzw. Blech, 
dessen Querschnitt durch einen konzentri- 
schen Kreisring gebildet wird und welches 
unter konstanten Innen- und Außendrücken 
steht, realisiert. Daß es einen anderen hier- 
her gehörigen Spannungszustand nicht gibt. 
ıst aus folgendem zu ersehen: Die Spannungs- 
trajektorien wären dann nämlich exentri- 
sche Kreise, die noch irgendwie liegen könn 
ten, jedenfalls hälten wir im Ganzen ein exzen- 
trisch gebohrtes Kreisrohr (bzw. Blech) vor 
uns. Für ein solches ist aber die Spannungs- 
verteilung bekannt!). Eine einfache Rechnung 
ergibt, daß hier, bei Vorspannungsfreiheit des 
Körpers, die Spannungstrajeklorien mit Aus- 
nahme der Ränder selbst, keine Kreise und 
daher auch nicht Linien konstanter Hlaupt- 
spannung sind. 

Damit ist die gestellte Aufgabe dahingehend 
erledigt, daß der konzentrische Kreis- 
rıng unter konstanten Außen- und  Innen- 
drücken den «einzigen Fall darstellt, bei 
welchem die Spannungstrajektorien zugleich 
l.inien konstanten Druckes sind. 

Wien. Wilhelm Gauster. 


Eine neue Näherungsformel für die 
S$Schwingungsdauer des Pendels. In der im 
Februar 1925 erschienenen Nummer der finni- 
schen Zeitschrift »Teknillinen Aikakanslehli« 
habe ich eine Untersuchung verölfentlicht, in 
der eine einfache und sehr genaue Formel für 
die Schwingungsdauer des einfachen Pendels 
abgeleitet ist. Ich will hier die Formel und 
ihre Ableitung kurz wiedergeben. 

Zum Ausgangspunkt nehmen wir die be- 
kannte Formel für die Dauer einer vollstän- 


digen Schwingung 
-/9 


Ö yı — sin? a/2 sin? y 
wo @ den Schwingungswinkel (den Winkel zwi- 
schen der lotrechlen und einer Grenzlage) be- 
deutet. 
Die Idee der Ableitung ist, daß die Funktion 
y-= 
Vi — sin? a/2 sin? 
I) vergl.: ©. Weber. diese Zeitschrift. 1922. 
Heft 4, S. 267. 
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durch eine lineare Funktion, d.h. die entspre- 
chende Kurve durch eine Gerade ersetzt wird, 
die die Endpunkte des dem Integrationsinter- 
vall entsprechenden Bogens verbindet. Dab 
man hierdurch eine gute Annäherung erwarten 
kann, ersieht man, wenn man den Differen- 
tialquotienten 
sin’ «/2 sin 2 w 


2 Va — sin? a/2 sin? w)? 
betrachtet. Dieser Differentialquotient ist ım 


) . 
jedem Punkte des Inlegrationsintervalles 0->- 
positiv. Die Kurve ist also immer eine stei 
sende, wie man schon an dem Ausdrucke der 
lunklion y selbst ersehen kann. Für 


und = wird y’ Null, d.h. die Tangenten 


an den Endpunkten des bBogens laufen der 
Abseissenachse parallel. Der Bogen muß also 
ihre Sehne schneiden und ähnlich der beige- 
[ügten Figur laufen. Wenn man jetzt die von 


dem Integrale bestimmte Fläche durch 


das entsprechende Trapez erselzt, dessen pa- 


1 
rallele Seiten 1 und „= sec a/2 sind und 
cos 2 


dessen Höhe ist. so erhält man näaherungs- 


2 
weise | 
r/2 
4 1 
udv= — 1 | — sec a/2) 
und 
l \ 
I=n / (1 + ) 
g cos a/2 
/ (1), 
r l 
oder (1 sec a/?2) \ 
g 


was unsere Näherungsformel ist. 


\ 


h 


| 
| 
| 
| 
1 4 
Y= 
| 
4 | 
- 
| 
| | 
| | 
| 
- | 
| 
| 
| 
| | 
Ay 
| | 
| 
| | | 
| | \ | 
| 
I | 
| 
| | 
| 
| | 
N 
\ 
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Diese Formel ist viel genauer als die in 
der Hegel gebrauchte Formel 


/ 


g 
und gibt noch für « 13° so gute Werte, 
daß der Fehler nur 12vT ist. 
1 
Wenn man den Faktor 1 | 
 eosa/? 


sın? @/2)” "nach den Polenzen von sin? «/2 


entwickelt. erhält man die Reihenentwicklung 


l 1-3 
( ) a/2 (2) 
4, 


. sin’ a/2 —+ ... 
2 \2.4-6 

Wie bekannt lautet die exakte Reihenent- 
wieklung für die Schwingungsdauer 


1 ) sin? «/2 
! 2 


1-8\2 | ) 
) sinta/2+( ) sin «24 
2-4 2’ 4» 
und hierdurch wird die Genauiekeit unserer 
ormel näher verklärl \lan sieht auch, daß 
unsere Näaherungsformel immer etwas zu große 
Werte gibt « wird T nach dieser 
ormel oleich dem Wert der exakten Formel 
\Wünsceht man noch srößere Genauigkeit als 
unsere Formel gibt, so kann man aus den 
\Werten unserer Formel und der sewöhnlich 
sebrauchten Formel 7 217 (1+ sin” 
g 4 
einen Mittelwert bilden. wobei man dem Werle 
unserer Formel das Gewicht 5 und dem Wert: 
der anderen Formel das Gewicht 1 beilest. 
Der so erhaltene Wert ist immer noch elwas 


u grob, wie man an der heihenentwicklung 
erschen kann. aber so genau, daß der Fehler 
« 15° kleiner als 0.05 vT ist. 

Tammerfors Finnland). N. A. Poukka 


Ztschr. f. anzew. 
Math. und Mech. 


Axonometrie in graphischer Darstellung. 
Projiziert man (Abb. 1) ein Achsenkreuz OX, 
OY, OZ auf die Bildebene P, so erhält man die 
lür die axonometrische Darstellung maßgeben- 
den Achsen, welche die Winkel «, B und y 
miteinander «einschließen. Träst man von O 
aus die Einheit auf (OA=1 usf.) und proji- 
ziert auch die Punkte A, DB und € auf die 
Bildebene. so ist durch wi Bei a das Verkür- 

OA 
zungsverhältnis in Richtung der X-Achse be- 
stimmt. 

Die Beziehungen zwischen den Achsen und 
den Winkeln ergeben sich aus den Sätzen von 
Weisbach oder Gauß. v. Dalwigk (Vor- 
lesungen über Darstellende Geomelrie) ent- 
wickelt dafür die Formeln 

2be 

Einfachere Gleichungen erhält man aus 
Abb. 1. 

Es ist NP=0ONsinp, OP=ON.cosp und 
O,P-=ON.cosp.sing. Daraus 


cos y= usf. 


cosp*sing 


tgn = 
sin p 
benso erhält man 
sinp-sing 
tem = und tgm:.tgn = sin?y. 
COS 
Nun 
cos = — sin? q 


= 
Ersetzt man die Winkel m und n durch «. ßB 
und y, so findet man die drei Gleichungen 


a= — cotg 8 - cotg y 
yı — cotig -cotg y 


In Abb. 2 ist die Gl. (3) mit Hilfe räum- 

licher Koordinaten dargestellt. Die aus Abb. 2 

ersichlliche Fläche sei als »e«-Fläche bezeich- 

nel. In gleicher Weise kann man «ine »a«- 
läche und eine »b«x-Fläche zeichnen. 


Abb. 2. 


E 
| > 
N x | IN 
0, 
| 
mix M | 
\ 
604 
| 4 a 
\ R 
RA491Z; 
Abb. 1. 
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Bringt man die »c«-Fläche mit der »b«- 
l’läche zum Schnitt, so erhält man «eine Schnilt- 
linie Z,, welche die Gleichung b==c erfüllt 
(Dimetrische Projektion). Aus b=c folgt 
AßB=-&Xy, d.h. der Grundriß von ZL, ist eine 
Gerade MQ, für welche «= 9360 oder 


70 
0,9 (für y) 
J 
06 
fur® | d 
| | 0,707 
0,6 | | 
| 
| 
| 
30° 60° 90° 
Abb. >. 


m 90—2n ist. Mit anderen Worten: Bei 
einem Würfel in dimetrischer Projektion wird 
der Winkel zwischen den beiden gleich langen 
Kanten durch die 3. Kante halbiert. 

Bringt man die »ax«-Fläche mit der »c“- 
lläche zum Schnitt. so erhält man die Schnilt- 
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linie 7, (Grundriß NP). Endlich folgt eine 
dritte Reihe dimetrischer Darstellungen aus 
a—=b. Die Schnilllinie zwischen der »a«- und 
b«-Fläche hat die Gerade OR zum Grundriß. 
Die Ordinate über R ist 1. über 0 = 0,707. 

Die 3Schnitllnien haben einen Punkt J ge- 
meinsam, für den «a b c ist und zu dem 


die Winkel « Y 1200 gehören (Isv- 
metrıscher Fall der senkrechten Axonome- 
trie). Projiziert man die drei Schnittlinien 


auf die Ebene F, so erhält man Abb.3, die 
auch für den Sonderfall Db c die zugehörigen 
Werte von a zeigl. 

Diese Kurve für a stellt räumlich betrachtet 
die Schnittllinie dar zwischen der »ax-Fläche 
und einer durch Z, gelegten (projizierenden 
Ebene. Im Punkte J ist a = b-=e, Sehr häu- 
ig wählt man D C 2a. Diesen Werten 
entspricht Punkt D. Die zugehörigen Winkel be 
rechnet man aus 


Vı — cotga.-cotgy=2 Vı — cotg 3 cotgy, 


wobei B=y und « -- y = 360°) mit 
131025, u = 97 1 
oder n 41925 und m=7°10}. 


Auf zeichnerischem Wege erhält man nach 
dem Satz von Weisbach die Winkel aus 
einem Dreieck mit den Seiten a?, b2 und ce? 
Für die dimetrische Projeklion wird dieses 
Dreieck gleichschenklig, Winkel an der Spitze 


2m. Mit b:c:a=2:2:1 wird sin m r 
b- 

ı/, und m 7’ 10. 

Berlin. . Volk 10] 


BUCHBESPRECHUNGEN 


(Die hier angezeigten Bücher sind durch die Sortiment-Abteilunze des VDI-Verlages, 
Berlin SW 19, Beuthstraße 7, zu beziehen.) 


RIEMANN-WEBER. Die Differential- 
und Intesralgleichungen der Mecha- 
nik und Physik als 7. Auflage von Rie- 
mann-Webers Partiellen Differentialgleichungen 
der malhemalischen Physik, herausgegeben von 
Dr. PHILIPP FRANK, o. Prof. an der Deut- 
schen Universität in Prag und Dr. RICHARD 
v. MISES, o. Professor an der Universität 
Berlin, Erster (mathematischer) Teil heraus- 
gegeben von Dr. Richard v. Mises. Mit 
76Abb. Verlag von Friedr. Vieweg & Sohn 


Akt.-Ges., Braunschweig 1925. — 686 S. 
Preis geb. 44M. 

Die neuen Herausgeber — R. von Mises, 
Berlin und Ph. Frank, Prag — haben die 


Verantwortung nicht gescheut, das Buch bei 
der Neubearbeitung einer grundlegenden Um- 
oestaltung zu unterziehen, und wenn damit 
auch manches von der Eigenart des alten 
Buches verloren gegangen ist, so wird man 
doch ihrem Vorgehen die Berechtigung nicht 
absprechen könren. Hält man nämlich die 
ursprüngliche Hattendorfsche Bearbeitung 
einmal neben den späteren Riemann-We- 
ber, und vergleicht damit das neue Buch, so 
erkennt man, daß die Entwicklung des Buches 


im großen und ganzen der Fortbildung der 
Wissenschaft parallel gegangen ist, beginnend 
zu den Zeiten, wo Dirichlet als erster an 
deutschen Universilätlen regelmäß:ge Vorlesun- 
sen über partielle Differentialgleichungen hielt 
bis heute, wo man mit den partiellen Diffe- 
renlialgleichungen «und ihren Variationsproble- 
men bereits »die Techniker zu belästigen be- 
sinnt«. — So rechtfertigt sich vor allen Dingen 
die bemerkenswertesie äußere Veränderung, 
nämlich die Teilung des Werkes in den eben 
erschienenen ersten PBand, der den ma- 
themalischen Teil enthält, und einen zweiten, 
der die Anwendungen auf die physikalischen 
Probleme bringen wird. Es wäre wohl in der 
Tat kaum möglich gewesen, bei einer Darstel 
lung ım Stile des alten Buches die Geschlos- 
senheit des Aufbaues zum Ausdruck zu bringen 
welche die Theorie der partiellen Differential- 
sleichungen durch die Entwicklung der Varia- 
tionsrechnung und der Theorie der linearen In- 
tegralgleichungen in den lelzten zwanzig Jah- 
ren gewonnen hat. 

So bringt also der erste Band das mathema- 
tische Fundament, auf dem die Anwendungen 
ddes zweiten sich aufbauen sollen. und zwar aul 


} 


| 
| 
"A 
% 
\ 
\ 
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ziemlich breiter Basis, indem die erforderlichen 
malhematischen Hilfsmittel aus den Grundlagen 
heraus entwickelt werden. Daß dabei bezüg 
lich der Beweise teilweise auf andere Literatur 
verwiesen werden mußte, ist mit Rücksicht 
aul den Umfang des Buches selbstverständlich 

Was abgesehen von einer allgemeinen Ver- 
helung gegenüber den früheren Auflagen hinzu 
sekommen ist, geht aus dem früher Gesagsten 
hervor. Die Theorie der linearen Integral- 
sleichungen findet eine übersichtliche Dar- 
stellung in dem von v. Mises. die Variations 
probleme der partiellen Differentialgleichungen 
ın dem von CGourant bearbeiteten Abschnitt. 
\uf dieser Grundlage (im Verein mit den klas- 
sıschen Untersuchungen) wird die allgemeine 
Iheorie der parliellen Differentialgleichungen 

xistenzsälze. Abhängigkeit von Rand- und 
Anlangswerlen, aufgebaut 
(l.öwner. vs. Mises, khRademacher. 
hNolhe. Szeseö), d.h. es wird das Gebäude 
errichtet, von dem wir im alten Riemann- 
Weber nur «einzelne, wenn auch wichtigste 
Bausteine finden \uch ın der Darstellung 
der gewöhnlichen Differentialgleichungen,. ihrer 
handwertauflgaben und Reihenentwieklungen 
sind moderne Gesichtspunkte ın den Vorder- 
srund gestellt 


Bieberbach. v. Mises. 
Szeceo. Als ein Glanzstück sei die für die 
klassısche Mechanik bestimmile allsemeine Va 
von 


wiähnt. 


Carathecodorv er- 


Daneben ist es besrüßenswert. daß auch 
elementarere Dinge von besonderer Bedeutung 
wie die limearen Gleichungen und das Haupt 
achsenproblem «eine relativ ausführliche Dar 
Kinige malhema- 
lısch tiefer liegende Sälze. die für die zu 
Aufgaben nich! 
erscheinen. werden 
demjenigen willkommen sein, der die Probleme 
der angewandten Malhematik von gesicherter 
malhemalischer Grundlage aus behandeln will. 


stellung erfahren haben 
behandelnden physikalischen 
unmittelbar erforderlich 


Im einzelnen wird man dies oder jenes zu 
krilisieren wissen: ich hätte, um ein Beispiel 
zu nennen, der asymplolischen Integralion von 
Dilferentialgleichungen eine Erwähnung ge- 
gönnt, aber dies ist Sache der persönlichen 
Kınstellung und dann wird man den zweilen 
Band abwarten müssen. der noch manche Er- 
sanzung bringen wird, und zu einer Gesamil 
beurteilung eigentlich unentbehrlich ist, 

Sieht man das Buch vom Standpunkt des 
Studierenden an. so wird man nicht leugnen 
können, daß es ziemlich hohe Forderungen an 
dıe Schulung des Lesers stellt. auch wenn 
man sich die Lektüre so denkt. daß der erste 
Band weniger für sich gelesen sein will. als 
dab er als mathemalischer Berater beim Stu 
dıium des zweiten Bandes dem Leser zur Seile 
stehen soll. Daltır ist das sesteckle /iel ein 
hohes und wenn es erreicht wird. so wird das 
Buch in seiner jelzigen Gestalt ebensoviel zur 
Verbreitung der malhematischen Kenntnis unse 
rer Iage beitragen, wie es ]leinrich Webers 
\leisierwerk zu seinen Zeilen vvelan bat. 

Mil den Ilera ısgebern den Beurbeilern 


wird das malhemalische Publikum dem Ver- 


Z/tsehr. f. anzew. 
Math. und Meclı. 


lage für die Neuherausgabe Dank wissen. Daß 
die äußere Ausstattung vorzüglich ist, bedarf 
kaum der Erwähnung; nur wird man be- 
dauern, daß die Modernisierung sich in er- 
schreckendem Maße auch auf den Preis des 
Buches erstreckt hat. Trefftz. 586 


VIUTOR FISCHER. Eine Darstellung 
des Nernstischen Wärmetheorems. 
Erster Teil mit sechs Abbildungen. Verlag 
Blazek & Bergmann, Frankfurt a.M. 1925. 
2538. Nachträglich im Selbstverlag übernom- 
men /weiter Teil. Verallgemeinerung des 
Theorems. Mit zwölf Abbildungen. Selbstver- 
lag des Verfassers. Frankfurt a. M.-Süd, 1923. 
II 8. 

Im ersten Teil geht der Verfasser vom 
Nernstschen Wärmetheorem in der Form 

aus. Er leitet daraus durch sehr 
anschauliche geometrische Betrachtungen die 
Folgerungen des Nernstschen Satl- 
zes ab. 

Im zweilen Teil seiner Abhandlung stellt der 
Verfasser weitere ähnliche Grenzbedingungen 
zur Beslimmung der Eigenschaften der Kör- 
per, insbesondere der Zuslandsgleichung,. auf. 
so setzt er Fur p 


und in einem anderen Abscehnilt Für Gase Für 
p 


| 


0 und 


pv=RT. 

Daß derartige Axiome aber physikalisch 
nicht ohne weiteres zulässig sind. zeigt sich 
an der Unrichtigkeit der Folgerung, die der 
Verfasser aus dem Jlelzten Ansalz zieht, Er 
schließt daraus, dab für p=0 auch 


(0, 
Up/T 


sein müsse. Dies steht aber im Widerspruch 
mit den ausgezeichneten Versuchen von Hol- 
born und seinen Mitarbeitern über die Iso- 
Ihermen der Gase. Diese ergeben. daß beim 
Druck null 


ist Der Ansatz des Verfassers gsıbt auch für 
p 0 den Drosselelfekt null. was ebenfalls den 
Versuchen widerspricht 
leider wird das Studium der sonst sehr 
originalen Abhandlung durch die fast unleser- 
Figuren erschwerl, 
Nußelt. 560 


liche Beschriftung der 


ARTHUR HAAS, Dr. Phil., A. ©. Professor 
an der Universität Wien. Einführung in 
die theoretische Physik, mit beson- 
derer Berücksichtigung ihrer moder- 
nen Probleme. Erster Band Mit 72 ım 
Text und auf zwei Tafeln. Dritte und vierte, 
vollig umgearbeitele und vermehrte Auflage 
Walter de Gruyter & Co., Berlin und Leipzig 
10241. 3798. Preis geh. 8,50, geb. WNM. 
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Gegenüber der vorigen Auflage ist der erste 
Band dadurch verändert, daß die Vektor- 
und Tensorrechnung in besonderen Kapiteln 
behandelt wird. Dadurch sind bei den *#in- 
zelnen physikalischen Problemen, die aul glei- 
che vektoranalylische Umformungen führen. 
Wiederholungen vermieden und es konnte 
kaum für einige früher nicht behandelte 
Themen gewonnen werden, wie: Bewegungsvor- 
gsäange auf der rolierenden Erde, elastische 
Wellen, Selbstinduktion u.a. Im zweiten Band 
wurde die Atomtheorie aul «as dreifache des 
bisherigen Umfanges vermehrt und dadurch 
der größle Vorzug des Buches noch mehr 
herausgearbeitet, nämlich zugleich mit einer 
Kinführung in die Elemente der theoretischen 
Physik dem Studierenden sofort auch «inen 
gründlichen Einblick in die eben so kräftig aul- 
blühenden Vorstellungen über die Struktur der 
Materie zu ermöglichen. Die Abschnitte über 
Relativitätstheorie sind mit Hille des verstärk- 
len vektoranalylischen Rüstzeuges elwas zu- 
sımmengezogen und dabei manche Unklarhei- 
len präzisiert. Doch ist dabei die Darstellung 
noch abstrakter geworden, so daß mir scheint. 
dab diese Abschnitte pädagog'sch nicht so ge- 
lungen sind wie alle übrigen, die das Buch 
tür die Studierenden der mittleren Semester 
so empfehlenswert machen. Ph.Frank. 562 

ADOLF KISTNER, Der Feinaufbau der 
\Materie Wissen und Wirken. Einzelschril- 
len zu den Grundfragen «des Erkennens und 
Schaffens. 6/7. Band. G. Braunsche Hofbuch- 
druckerei und Verlag, Karlsruhe i.B 19292. 
1508. 

Der Verfasser behandelt in pädagogisch sehr 
selungener Art die modernen Vorstellungen 
über den Aufbau der Moleküle aus Alomen 
und der Atome aus Elektronen. Es sind über- 
all nur ganz geringe Kenntnisse vorausgeselz!| 
und alle neuen Begriffe von der Basis der 
Schulphysik aus in sehr schlichter und klarer 
Sprache erklärt. Nur wo der Verfasser in die 
Nähe der Relaltivitätstheorie kommt, merkt 
man an der Darstellung eine gewisse \Ver- 
schwommenheit der Umrisse. Da die Samm- 
lung, der das Büchlein angehört, nach den 
Einführungsworlen »mithellen will, daß wieder 
innere Einheit des Menschentums erwachse 
sollen die Grundfragen »in philosophischem 
(reist« behandelt werden. Dieser besteht bei 
dem Verf. darin, daß er konstatiert, man stehe 
vor der Frage, was die Materie »sei«, noch 
Immer genau so ratlos, wie die jonischen Phi- 
losophen. Und auch die Erkenntnis von der 
energelischen Natur der Masse habe das Pro- 
blem nur verschoben, weil man auch nicht 
wisse, was Energie »sei«. Ph. Frank. 563 


FELIX AUERBACH, Physik in graphi- 
schen Darstellungen. 1557 Fig. auf 257 
Taf. Mit erläuterndem Text. Zweite Aullage. 
Verlag von B. G” Teubner, Berlin 1925. Preis 
veb. 14M. 

Während den anderen Lehrbüchern der Phy- 
sik Figuren zur Frläuterung des Textes beige 
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seben sind, versuch! der Verl. den umgekehr- 
(ten Weg: er gibt eine Sammlung von Figuren 
mit erläulerndem Text. Die Erweiterungen 
der neuen Aullage beziehen sich besonders aul 
die Gebiete, die in den letzten Jahren im Zen- 
rum des Interesses standen. Mehrere Tafeln 
erläutern die Relativitätstheorie, das periodi- 
sche System der Elemente mit der l.ehre von 
den Isotopen, die Röntgenspektren und ihre 
Anwendung auf die Untersuchung «der Krystall- 
struktur. Auch der Anwendung der neuesten 
Physik aul alte technische Probleme sind ei 
nige neue Taleln gewidmet: dem Verhalten 
der Materialien über der Fließgrenze und den 
Erscheinungen an permanenten Magneten. 

Es ist sicher, daß in manchen Fällen ein 
Blick auf eine der Taleln des Verf. rascher 
und übersichtlicher über ein Ergebnis der Phy- 
sik unterrichtet als das Durchlesen «einiger 
Seilen in einem Lehrbuch oder gar das Slu- 


dieren einer Tabelle. Ph. Frank. 567 


T.LEVI-CIVITA, Professor inRom. Fragen 
der klassischen und relativistischen 
Mechanik. Vier Vorträge gehalten in Spa 
nien im Januar 1921. Uutlorisierte UVebersel- 
zung. Mit 15 Textfig. Verlag von Julius Sprin- 
ser, Berlin 1924. VI--1108S. Preis 5,40M. 

In jedem der vier Vorträge wird ein Thema 
aus dem  Arbeilsgebiet des Verl. behandelt. 
Seine große Vielseitigkeit bringt es mit sich, 
daß dabei vier ganz getrennte Fragen bespro- 
chen werden, so daß jeder Vorlrag für sich 
ein abgeschlossenes Ganzes darstellt und mil 
Nutzen einzeln gelesen werden kann. Der 
Verf .setzt überall erst den Stand des Pro- 
blems auseinander und zwar weniger durch 
trockene Lilteralturangaben als durch psycho- 
logisch sehr geschickt durchgeführte Lenkung 
des Interesses von Dingen, die jedem Leser 
von  durchschniltlicher  theoretisch-mechani 
scher Bildung verlraut sind: zu den teilweise 
schr schwierigen Problemen, mit deren Lösung 
sich der Verf. mit so viel Erfolg beschäftig! 
hat. Das Schriftchen gehört zu den wenigen, 
in denen dem Leser die Ergebnisse der neue- 
sten Forschung aul dem Gebiete der theore- 
tischen Mechanik weder in der langes Versen- 
ken in ein Spezialgebiel erlordernden Art der 
Originalabhandlungen, noch in der oft ermü- 
denden Pedanterie der Lehrbücher dargeboten 
werden. sondern in einer Arl, «die man am 
bester als anmulig und human bezeichnen 
kann. Ganz besonders gilt das von dem ersten 


Vortrag: Die Regularisierung des Drei-Kör- 
perproblems und ihre Tragweite Der Verf 


setzt auseinander, worin dieses oft als »unlös- 
bar« bezeichnete Problems eigentlich besteht 
und insbesondere die neuesten Fortschritte, die 
durch Painleve, Sundman und ihn selbst 
dadurch erzielt wurden, daß sich das Verhalten 
der Körper in der Nähe eines Zusammenstobes 
zweier von ihnen als verhältnismäßig »harm 
los« nachweisen ließ. Der zweite Vortrag han 


delt über »Ausbreitung von Flüssigkeitswellen 
in Kanälen«. Der Verf. behandelt die zwei- 


dimensionale Potentialbewegung einer idealen 
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Schwereleld. beı der die lcıl- 
chen nur kleine Abweichungen aus ihrer Ruhe 
lase aufweisen und die Oberlläche von einer 
hurve gebildet wird, deren Gestalt immer 
gleich bleibt, die aber mit einer Geschwindig- 
keit über die Oberfläche hinwandert, die groß 
segen die Geschwindigkeit der Flüssigkeitsteil 
chen is! Damit ist nach dem Verf. das ge 
kennzeichnet, was man anschaulich als »Wel 
Ienbewegung« bezeichnet. Der dritte Vortrag 
behandelt Parallelismus und Krümmuns in 
einer beliebigen Mannigfalliskeit«, der vierte 
Die geomelrisch Optik und das allgemeine 
In diesem sucht der Verl. 
die kinsleinsche Theorie von der Krümmung 
der Lichtistrahlen im Gravitationsfeld dadurch 
dem Leser naher zu bringen, daß er von der 
\nalogıe zwischen der gewöhnlichen geomelri 
schen Optik und der Theorie der Bahnkurven 
nach dem Prinzip der kleinsten Wirkung aus- 
seht, wobei sich die letzteren von den ersteren 
bekanntlich dadurch unterscheiden, dab sie 
noch von einem Parameter, der Energiekon- 
stanle, abhängen, der durch die Trägheit der 
\lalerie hereinkommt. Schreibt man der Licht 
energie auch Träsheil zu. so tritt auch in die 
Bahngleichungen der Lichtstrahlen eine Para- 
meler, der vom Potential des Gravitationsfei- 
des abhängt und ihre Krümmung verursacht 

Ph. Frank. 5608 


Dr. HORST v. SANDEN, 0. Professor an 
der Techn. Hochschule zu Hannover. Prak- 
lische Analysis Zweite verbesserle Aul- 
lage. Mit 32 Abb. im Text. Handbuch der 
\ngewandlen Mathematik Herausgeseben von 
Dr. E. Tımerding Erster Teil. Verlag 
von D. (rn Teubner, Leipzig u. Berlin 1925 
195 S. 

Das kleine Buch, das dem praklischen Rech 
ner schon in seiner ersten Gestalt gute Dienste 
geleistet hat, bringt aul sehr knappem Raum 
im wesentlichen eine Uebersicht über die ge 
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bräuchlichen numerischen und graphischen \er- 
fahren der praktischen Analysis. Wenn theo- 
relisch einwandfreie Darstellung auch manch- 
mal vermißt wird, entschädigt dafür die Viel- 
seiliskeit und leichte Faßlichkeit. — Die zweile 
Auflage enthält mehrfache kleinere Aenderun- 
sen und Zusälze, so die Behandlung ganzer 
rationaler Funktionen im komplexen Gebiet. 
Hinzugsekommen sind ferner eine Reihe von 
Uebungsbeispielen, die in der ersten Auflage 
last ganz fehlten; allerdings sind es noch 
immer recht wenige. 


II. Pollaczek-Geiringer. 561 


Professor Dr. TH. v. KARMAN, Abhand- 
lungen aus dem Aecerodynamischen 
Institut an der Technischen Hoch- 
schule Aachen. Heft 4. Verlag von 
Julius Springer, Berlin 1925. 48S. Preis 5,10M 

Das unter Leilung von Prof. v. Kärmäan 
stehende Aachener Aerodynamische Institut, 
das sich großen Ansehens in allen Fach- 
kreisen erfreut, gibt jetzt in zwanglos er- 
scheinenden Heften Berichte über seine For- 
schungsergebnisse heraus. Das eben erschie- 
nene Ilelt, das die Nummer 4 trägt (die drei 
ersten Hefte waren im wesentlichen Sonder- 
drucke aus unserer Zeitschrift und der Zeit- 
schrift für Flugtechnik und Motorluftschiff- 
lahrt), enthält vier Aufsätze, von denen die 
beiden ersten den Lesern unserer Zeilschrili 
zum Teil auch schon bekannt sind, nämlich 
3r. Eek über »Polentialströmung in Ven- 
tilen«ı) und Th. v. Karmän, »Gastheoreli- 
sche Deutung der Reynoldsschen Kennzahlk ?). 
Weiterhin bringt das Heft eine Wiedergabe 
des von v. Kärmän in Delft gehaltenen Vor- 
trags über die Stabilität der Laminarströ- 
mung und die Theorie der Turbulenz sowie 
einen Aufsatz von Eck und Kayser über 
die Anwendung nomographischer Methoden in 
der Thermodynamik. Mises. 611 


NACHRICHTEN 


A. A, Friedinann f. Am 16. September 
d. J. ist in Leningrad Prol \lexander 
Alexandrowilsch Friedmann. Direktor 
des Gbeophvsikalischen 
nach kurzer Krankheit (Typhus) gestorben 
Friedmann, am 17. Juni 1888 geboren, hat 
somit nicht einmal das »8. Lebensjahr voll- 
endet. Sein früher Tod bedeutet für die ange- 
wandte Malhemalik und nicht zum wenigsten 
für die Meteorologie. deren Probleme eine mit 
der Zeil steigende Anziehungskraft für ihn ge 
habt haben. einen schweren Verlust! Fried- 
mann besann sein Hochschulstudium an der 
Petersburger Universität im Jahre 1906 Noch 
als Student legte Friedmann. der sich selbst 
immer als Schüler W. A. Stekloffs be 
zeichnet hat, @eine gemeinsam mit I. D. Ta 
markın verlaßte Arbeil Untersuchung der 
unbestimmiten Gleichungen II. Ordnung« vor, die 
von der physikalisch-malhematischen Fakultät 
der Universität Petersburg mit einer goldenen 
\ledasll ausgezeichnel wıinrde. \n diese Erst- 


lingsarbeit schließt sich eine lange Reihe von 
Untersuchungen an, die teils der reinen, teils 
der angewandten Mathematik angehören und 
deren Anzahl, ganz abgesehen von ihrer hohen 
Qualität, um so überraschender ist, als Fried- 
manns große Arbeitskraft und Organisalions- 
talent während des Krieges in großem Um- 
lange für militärische Zwecke (Flugwesen ) 
ausgenülzt worden sind. Sogar als aktiver 
"lieger hat er sich während des Krieges be- 
täligt, hat sich aber hauptsächlich um die 
Organisation des acro-navigalorischen Dienstes 
auf sämtlichen Fronten der russischen Armee, 
die nach seinen Plänen erfolgte, verdient ge- 
macht. Es ist hier nicht der Platz, die wechsel- 
vollen äußeren Schicksale Friedmanns zu 
schildern und die verschiedenen Stellungen. die 


) Ein Auszug aus dieser Arbeit erschien diese 
Zeitschr. Bd +4 (1924), S. 464 bis 474. 

2) Vergl. diese Zeitschr. Bd. 3 (1923), S. 395 
bis 3986. 
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er während der unruhigen Zeiten nach dem 
Kriege bekleidet hat, aufzuzählen. Seine Be- 
sabung für Behandlung von Problemen der an- 
sewandten Mathematik hatte bereits im Jahre 
1914 den Direktor des Physikalischen Zentral- 
observatoriums, B. B. Golitzin, veranlaßt, 
Friedmann, der im Herbst 1913 den Grad 
cines Magisters der reinen und angewandten 
Mathematik an der Petersburger Universität 
erworben hatte, nach Leipzig zu entsenden, 
wo er sich bei V. Bjerknes mit den neuen 
\ethoden der dynamischen Meteorologie ver- 
traut machle. Diese Kommandierung mag den 
Anlaß segeben haben, daß Friedmanns Ar- 
beiten, soweit sie nicht rein mathematischen 
Inhalts waren oder sich mit Problemen der 
Relativitälstheorie beschäftigten, sich haupt- 
sächlich mit Fragen der atmosphärischen Dy- 
namik befaßten. Diesem Gebiet gehört auch 
die Arbeit an, die er im Delft-Heft dieser 
Zeilschrift 1924 veröffentlicht hatt). Die mäch- 
tige Förderung, die in Rußland der Meteoro- 
losie nach dem Kriege zuteil wurde, führte zur 
Einrichtung einer eigenen Abteilung für theo- 
retische Meleorologie am  Geophysikalischen 
Zentralobservalorium in Leningrad, für deren 
Leitung niemand besser sich eignen konnte 
als Friedmann. In dieser Stellung, seil 
Februar 1925 als Direktor des gesamten Ob- 
servaloriums, hat er neben zahlreichen eigenen 
Arbeiten trotz seiner Jugend und trotz der 
Kürze seines Wirkens bereits eine Reihe von 
Schülern heranbilden können, so daß zu er- 
warten ist, daß trotz seines frühen Todes die 
von ihm gewiesene Arbeitsrichtung in Rußland 
mit Energie weiler verfolgt werden wird. Für 
das Observatorium ist der Verlust des jungen. 
höchst aktiven und ideenreichen Forschers 
allerdings sehr schwer. Zu deutschen Fach- 
senossen stand Friedmann. ein in der 
arm liebenswürdiger, in der Gesinnung vor- 
nehmer Mann, in enger Beziehung, die zum 
Teil auch persönlich-freundschaftlicher Nalur 
waren. Die nach dem Kriege eingetrelene nahe 
Verbindung zwischen deutscher und russischer 
Meteorologie, die auch in sachlicher Beziehung 
sich bereits als sehr fruchtbar erwiesen hat. 
ist wesentlich ein Verdienst A. Friedmanns. 

‚erlin. H. v. Ficker. 605 


Gerhard Hessenberg +. Eines jäühen und 
unerwarteien Todes verschied in der Nacht 
vom 15. zum 16. November Herr Gerhard 
Hessenberg, der wenige Tage zuvor eine 
Professur für darstellende Geomelrie an der 
Technischen Hochschule in Charlottenburg an- 
setrelen hatte. Hessenberg, am 16. August 
1874 zu Frankfurt a.M. geboren, studierte 
Mathematik an der Berliner Universität, habi- 
litierle sich sodann an der Technischen Hoch 
schule in Charlottenburg, wurde 19053 Dozent 
an der Mililärtechnischen Akademie. 1907 
Professor an der Landwirtschaftlichen Hoch 
schule Bonn-Poppelsdorf. Von hier kam er 
als Professor der darstellende Geomelrie an 


!) Veber Wirbelbewegung in einer kompressiblen 
Flüssigkeit, Diese Zeitschr. Bd. 4 (1924), S. 102 
bis 107. 
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die Technische Hochschule in Breslau und 
schließlich 1919 als Mathematiker an die Uni- 
versitlät Tübingen. wo er bis zum Ende des 
letzten Sommer-Semesters verblieb. Ilessen- 
berg gehörte zu den ganz Wenigen unter den 
heutigen Mathemalikern, die für die Geome- 
trie als die Lehre von den konkreten räum- 
lichen Geslallungen etwas übrig haben. Mit 
sroßem Scharfsinn in der Behandlung ab- 
straklter, in die Erkenntnistheorie übergrei- 
lender Probleme verband er eine gewisse 
Vorliebe für anschauliche, besonders konstruk- 
tive Fragen der Geometrie. Seine Vorlesungen 
über darstellende Geometrie unterstützte er 
gern durch die Vorführung stereoskopischer 
Bilder, die er selbst mit großer Kunstlferlig- 
keit herstellle. In dem für einen etwas wei- 
leren Leserkreis bestimmlen Buche über die 
Transzendenz von e und x sowie in seiner Tü- 
binger Antrillsvorlesung »Vom Sinn der Zalı- 
len« suchte er bei allem Ernst der wissen- 
schaftlichen Behandlung des  Gegenslandes 
einen humorvollen, unterhaltenden Ton zu 
linden. Bekannt ist sein kleines Lehrbuch der 
ebenen und sphärischen Trigonometrie, das 
in der Sammlung Göschen erschienen ist, 
In das Gebiet der angewandten Mathematik 
fällt eine kleine Schrift, die wohl die letzte 
Veröffentlichung des Verslorbenen geworden 
ist: »Gelenkmechanismen zur Kreisverwandt- 
schalt«. 

IHessenberg erfreute sıch unter seinen 
ollegen, namentlich unter den Malthematlikern 


seiner Generalion, großer Beliebtheit. In der 
persönlichen Unterhaltung sowie in der wis- 
senschaftlichen Diskussion  geistreich, trelf- 


sicher und voller Humor erwarb er sich leichi 
Sympalthien, die bei näherer Bekanntschaft 
dureh die vortrefllichen Eigenschaften seines 
Charakters nur verslärkt wurden. Die Char- 
lottenburger Hochschule, die sich viel von dem 
Neuberulenen erwarten durfte, erfährt durch 
den Tod Gerhard Ilessenbergs einen 
empfindlichen und schwer ersetzbaren Verlust, 
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Jahrhunderitfeier der Technischen Hoch- 
schule Karlsruhe. Mit Beginn des neuen 
Semesters begeht die Technische Hochschule 
ın Karlsruhe die Feier ihres hundertjährigen 
Bestehens. Zu diesem Feste soll die Hoch- 
schule, die mehr als irgendeine andere in 
Deutschland zur Förderung der technisch-wis- 
senschaftlichen Mechanik beigelragen hat, auch 
von uns einen Glückwunsch erhalten 

Gleich den beiden ältesten deutschen Hoch- 
schulen, der in Prag und in Wien, ist auch 
die Karlsruher aus höheren gewerblichen Lehr- 
anstalten hervorgegangen. Vom 7. Oktober 1825 
ıst der Erlaß datiert, mit dem sie als »Polv- 
technische Lehranstall« begründet wurde. Im 
Jahre 1811 wurde der Steirer Ferdinand 
hedtenbacher, der in Wien seine Ausbil- 
dung erhalten halte, und dann kurze Zeit in 
Zürich tälig gewesen war, als Professor der 
Mechanik nach Karlsruhe berufen. Hier ent- 
faltete er eine Tätigkeit von nachhaltiger Wir- 
kung, indem er durch seine viel verbreiteten 
i.chrbücher »Die Besultate für den Maschinen 
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nos Nachriehten 


bau: 1818, »Die Prinzipien der Mechanik und 
des Maschinenbaus« 1852 und den dreibändigen 
1862 bis 1865 der mechanisch 
lochnischen Wissenschaft in Deutschland zum 


\laschinenbau 


ersten Male (abgesehen von dem elwas elemen- 
Handbuch der Mechanik 


larer gehaltenen 
Ghersiner) ein festes Fun 


(les Pragers \ 
dament gab. wie «es in Frankreich durch die 
lehrer der Ecole Polytechnique, namentlich 
P’oncelel [früher geschaffen worden war, 
In einem originellen Buche »Die Gesetze des 
l.okomoltivbaus IS5>5 erhob sıch Redten- 
bacher nicht unbedeutend über die französı 
schen Vorbilder Als Redtenbacher 1865 
starb, wurde Franz Grasholf sein Nach 
lolser, der Besründer des Vereines deutscher 
Ingenieure, dessen Name in der deutschen 
lechnik ın hohen Ehren steht. Von ıhm 
stammt ein heute noch viel zu wenig gc- 
wiürdigtes, dreibändiges Lehrbuch der theore- 
lischen Maschinenlehre, das zahlreiche Pro- 
bleme des Maschinenbaus in ausgezeichneter 
Weise mit den Hilfsmitteln der theoretischen 
\lechanik und Wärmelehre behandelt. Bekann 
Klastizität und Festigkeil« 1866 
und 1878, die vieles enthält, was In den Lehr 
büchern der späteren Generalion, die gewiß 
Ihre Vorzüge in andern Richtungen haben 
mögen, sehr zum Schaden der Technik sich 
wieder verloren hat. Ein weiteres ausgezeich 
neles Lehrbuch der Mechanik. das dem Unter 
rıcht an der Karlsruher Hochschule seine En! 
stehung verdankt. ist »Die Theorie der Bewe- 
sung und der Krältex von Wilhelm Schell, 
zuerst erschienen 1870, dann in zweiter erwei- 
terter Auflage 1878 bis 1880. Auch aus diesem 
Buche könnten manche heulige Lehrbuchver- 
lasser noch vieles lernen, was den Ingenieuren 
Schließlich mag von noch 
l.cbenden Karl Ileun senanntl werden, der 


ler SCINE 


zu wissen gul ware 


wohl seit einer Reihe von Jahren den größten 
Teil seiner Lehrtätiskeit aufgeben Sein 


bekanntes Belerat uber »Die kınelischen Pro 
bieme der wissenschaftlichen Technik«, 1900 
selzt ın würdiger Weise die Traditionen 


Redtenbachers. Grashofs und Schells 
Iort. 

\ul etwas anderem. aber verwandlem Ge 
biete liegt das schönste Ruhmesblatt der Karls- 
ruher Hochschule. die die Auszeichnung ge 
nossen hat, Heinrich Hertz unter ıhre 
l.chrer zu zählen Ilier in Karlsruhe hat 
Ilertz seine grundlegenden Versuche über die 
elektrischen Wellen ausgeführt. womil er die 
ersten Voraussetzungen für die heute so be- 
deutende Technik der drahtlosen Nachrichten- 
überlragung schuf. Man kann der technischen 
Hlochschule in Karlsruhe zu ihrem Festtage 
nur wünschen. daß sie auch weiterhin in der 
\uswahl ihrer Lehrer so elücklich. in der 
\usbildung künftiger Ingenieure so erfolgreich 
und für die Entwicklung deutscher Technik 
und Industrie so leistungsfähig sich zeigen 
inochte wie bisher 
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Ausschuß für graphische Rechenver- 
fahren. In der am 22. Oktober abgehaltenen 
Sitzung hielt der stellvertretende Vorsitzende, 
Iierr Negierungsbaumeister Dipl.-Ing. Eisner 
einen Nachruf für den Verstorbenen Obmann 
Dr.-Ing. Kretschmer. Die Versammlung 
wählte einsimmig an Stelle des Verstorbenen 
Ilerrn Studienral Dr. H. Schwerdt zum Vor- 
sitzenden 607 


Ausschuß für Schwingungen im VD. 
Der zur Behandlung von Fragen auf dem 
(rebiete der mechanischen Schwingungen beim 
Verein deutscher Ingenieure bestehende Aus- 
schuß hielt am 21. Oktober eine Sitzung ab, in 
der über die bisherigen Versuche zur Bestim- 
mung der Schwingungs-Dauerfestigkeit bei 
hohen Frequenzen berichtet wurde. 

1. Es wurden Versuche mit einseilig einge- 
spannten Stäben aus hochwertigem Stahl 
durchgeführt, die mit 1000 Schwingungen in 
der Sekunde auf Biegungsfestigkeit beansprucht 
wurden. Die Frequenz des erregenden Wechsel- 
stromes wurde durch Verslärkerröhren aufrech! 
erhalten. Es wurden bisher Dauerversuche 
bei Zimmertemperatur und bei etwa 300°C 
durchgeführt, wobei die Belastungen rund 
»O00 kg je qem betrugen. Die Stäbe hatten 
dabei eine Lebensdauer von etwa 2 Millionen 
Schwingungen, wonach ein mikroskopisch klei- 
ner Riß in der Nähe der Einspannstelle aul- 
tral; dieser führte zum Bruch des Stabes. Die 
Versuche werden weitergeführt und die Ein 
richtung für Längsschwingungsdauerversuche 
ausgebaut. 

2. Es wurden Versuche mit Probesläben aus 
Baustoffen des Maschinenbaues durchgeführt, 
bei denen der Werkstoff durch Längsschwin- 
gungen auf Zug und Druck beansprucht wur- 
den Die Schwingungserresung von 1000 im 
der Sekunde erfolgt elektromagnelisch in einer 
eigens dazu gebauten Prülmaschine. Durch 
eine besondere Einrichtung wurde erreicht, 
daß die Schwingungsweitle auch bei kleinen 
Aenderungen der Periodenzahl der Erregung 
unbedingt konstant blieb. Zur Messung der 
Schwingungsweile wurde mit dem schwingen- 
den Teller eine Zunge verbunden, die sich 
zwischen Elektromagneten bewegt. Die dabei 
entstehende elektromotorische Kraft dient zur 
Messung der Schwingungsweite, nachdem die 
ganze Einrichtung in geeigneter Weise geeicht 
wurde. 

Die untersuchten Stäbe von 5 mm Durch- 
messer konnten mit beliebiger Belastung auf 
Dauerfestigkeit beansprucht werden. Die ersten 
Versuche zeigen den großen Einfluß der IHoch- 
[requenz auf die Lebensdauer gegenüber den 
statischen Zerreißversuchen. Zur erschöpfen- 
den Klärung des Verhaltens der Werkstoffe 
werden durch den Schwingungs-Ausschuß um- 
Yassende Versuche in Angriff genommen. 

Adrian. 606 


(Redaktionsschluß 5. Dezember 195.) 


Für die Schriftleitung verantwortl.: Professor Dr. von Mises, Berlin W 30, Neue Winterfeldtstraße 43: 
für den Anzeigenteil: Peter Valerius, Berlin NW 52. — VDI-Verlag G. m. b. H., Berlin NW 7. 
Druck von A. W. Schade. Berlin N 39. 
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dem 1. Januar oder 1. Juli beginnen und im voraus bezahlt werden. Die Zeitschrift wird, falls 
erg nicht am 1. Juni bezw. 1. November hier vorliegt, stets für ein. Halbjahr weiter- 

efert. 

R eferung: Zustellung erfolgt durch Kreuzband. 


Bezugspreis: Für 1925 ganzjährlich RM. 24.—, halbjährlich RM. 12,— für Mitglieder des VDI, der 
Deutschen Mathematiker-Vereinigung und der Gesellschaft für angewandte Mathematik und 
Mechanik gänzjährlich RM. 21,60, halbjährlich RM. 10,80. Einzelheftpreis RM. 5, —, für Mitgl. RM. 4,50. 


Dtsch.-Oesterreich, Luxemburg, Litauen: 
a) Bestellung: siehe Inland unter a). 
b) Lieferung: erfolgt durch Kreuzband. | 
c) Bezugspreis: wie Inland unter c) zuzüglich Porto ganzjährlich RM. 1,—, halbjährlich RM. 0,50. 
(Zahlungen aus Oesterreich sind auf das Postsparkassenkonto Wien 18373 des Herrn R.T. Süß, 
Wien 1, Seilerstätte 16 zu überweisen.) 
Ausland: Ä 
a) Bestellung: Abonnements können jederzeit aufgegeben werden, müssen jedoch entweder mit 
dem 1. Januar oder 1. Juli beginnen und im voraus für die Zeit bis zum Schluß des laufenden 
Jahrganges bezahlt werden. Die Zeitschrift wird, falls Abbestellung vier Wochen vor Jahresschluß 
beim Verlag nicht immer auf ein Jahr weitergeliefert. 
b) Lieferung: Zustellung erfolgt durch Kreuzband. 
c) Eh wie Inland unter c) zuzüglich der Portokosten von RM. 1,80 ganzjährlich. 
Erfüllungsort Berlin, Gerichtsstand Berlin-Mitte. Notwendig werdende Nachforderungen vorbehalten. 


Reich;>- 
zeigenpreise = Reichs 


. 
Rabatt: Bei 6 Jahresaufnahmen 10 vH. Für Vorzugsseiten gelten besondere Preise. 
ber Verlag behält sich vor, die Aufnahme von Anzeigen und Beilagen ohne Angabe von Gründen 
abzulehnen und laufende Aufträge einzustellen. 
Anuahmeschluß: 14 Tage vor Erscheinen der Zeitschrift. 
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Fernsprecher: Merkur 126-27, 4483-84, 5460, 6104, 6171, 7454. Postscheckkonto: Berlin 102373. 
Drahtauschrift: Ingenieurverlag. Bankkonto.: Dresdner Bank, Dep.-Kasse F, Spittelmarkt. 
Geschäftszeit: Sommer: 7 bis 4°/, Uhr, Winter: 8 bis 5?/, Uhr. Sonnabends bis 1 Uhr. 
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Nov./Dez. Heft 6 Zeitschrift für angewandte Mathematik und Mechanik Band 5/1925 


Wer dieNähe 


einer Brille bedarf, findet in der Zeiss-Punktal- 
Nahbrille ein praktisches und preiswertes Sch- 
hilfsmiltel. Nach unten hat man ein reidılid 
großes Blickfeld zum Lesen, Schreiben und für 
jeglihe Naharbeil. Für die Ferne können 
die Augen bequem über die Nahgläser hın- 
wegsehen. Aud als Punktal-Nahklemmer er- 
hältlih. Lassen Sie sich beim Optiker Zeiss- 
Nahbrillen und -Nalıklemmer vorlegen. 


Punkftal-Nahbrille 


Jedes Glas frägt das Schulzzeichen Zeiss-Punklai-Niederlagen überall 
bei den durch dieses Zeihen kenatlidt gemadıten opliscıen Fachgeschäften. 


Druckschrift „Opnah und jede Auskunft kostenfrei von 


CARL ZEISS, JENA 


FABER 


RECHEN-STÄBE 


Neben dem normalen technischen Rechenstabe werden folgende Spezial- 
rechenstäbe für Mathematiker, Physiker, Ingenieure hergestellt: 


375 (System Rietz) mit kubischer Teilung: liefert a mit 
einer Läuferstellung. 

376 mit kubischer und reziproker Teilung: liefert außerdem a-b-c 

und a:(#-.c) mit einer Schieberstellung, ferner zahllose höhere Potenzen 

und Wurzeln. 

378 mit neuer log-log-Teilung: lieiert alie Potenzen und Wurzeln von 

e, die natürlichen Logarithmen mit einer Läuferstellung, alle Potenzen und 

Wurzeln mit gebrochenen Exponenten mit einer Schieberstellung, desgleichen 

Spannungsabfall, Leitungswiderstand, Leitungsgewicht, Wirkungsgrade mit 
einer Schieberstellung. 

Logarithmische Maßstäbe in allen Teilungslängen für das Auflragen 

von Koordinaten bei Nomogrammen, Fluchtlinientafeln u. ä. als praktisches 
zeitsparendes Hilfsmittel. 


A.W. FABER 1761 « Ba Bleistiftfabrik 
OR bei Nürnberg / Rechenstabfabrik in Geroldsgrün (Obfrk.) 
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